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组 合 数 学 是 一 门 新 兴 的 数学 分 
支 ， 它 研究 有 关 离 散 对 象 在 各 称 约 
束 条 件 下 的 安排 和 配置 的 问题 印 
在 理论 上 与 数论 、 代 数学 、 函 数 
论 、 概 率 统计 等 有 密切 的 关系 ， 在 
国防 工业 、 物理 、 化 学 、 生物 、 计 
算 机 和 科学、 空间 技术 、 信 息 编码 、 
物质 结构 、 泪 传 工 程 、 实 验 设计 、 
管理 科学 、 人 工 智 能 等 二 十 多 个 领 
域内 都 有 重要 的 应 用 。 因 而 ， 成 为 
受到 普遍 重视 的 学 科 ， 近 二 十 多 年 
来 其 发 展 尤为 迅速 ， 据 不 完全 统 
计 ， 国 外 发 表 的 论文 有 七 万 篇 。 国 


其 。 流 门 
泥 的 学 问 之 所 以 焕发 出 新 的 活力 ， 
主要 是 由 于 计算 机 的 出 现 和 计算 机 
科学 后 选 困 发 展 ， 提 册 了 -一 入 列传 
统 数 尝 无 法 解决 的 理论 位 汪 蒜 问 
题 ， 入 促 依 妆 数学 工作 硼 以 现代 的 理 
论 和 方法 ， 把 组 合 数学 建立 和 企 全 秋 
的 基础 之 上 ， 成 为 计算 机 从 字 发 展 
的 一 个 不 可 分 割 的 组 成 阁 分 ,因此 ， 
组 合 数学 的 发 展 ， 对 于 和 王国 

技术 现代 化 ， 且 有 重要 的 妨 实 天 
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最 近 我 们 到 了 河南 少数 年 研 究 
也、 新 乡 呈 范 学 辽 、 河 谓 师范 大 等 
次 到 贵州 省 讲 衬 ， 竺 别 是 在 
: 讲 了 区 长 时 间 J 组 合 
『 竺 ， 我 们 和 看 如 一 代 和 手轻 的 


闪避 党 提 基 全 论 这 下 才学 学 
人 起 来 趋 多 了 ， 他 们 普 深 背 秘 能 看 
到 供 再 工科 学 全 同 读 的 驳 学 书 ， 国 


们 ， 以 使 广大 读者 能 够 掌握 组 合共 
时 及 下 和 方法 。 人 
述 由 浅 入 入 深 ， 每 草 才 让 习题 ， 男 附 
导 题 解 徐 。 本 书 对 初生 全 风 计 
者 是 一 本 谣 好 的 入 门 书 ， 对 于 中 学 
教师 、 大 学 理工 科学 生 和 三 大 有 二 
员 以 及 从 事 科 学 研究 的 工 

作 省 也是 一 本 较 好 的 参考 书 。 

下 让 本 
到 中 国 科学 院 数 学 研究 所 的 领导 和 
同志 们 的 支持 ， 河 南 省 数学 研究 
所 、 新 乡 师 范 学 院 、 河 南 师 范 大 学 
各 贵州 民族 学 院 等 广大 师 生 亦 给 予 
帮助 和 支持; 本 书 初稿 经 过 贵州 民 
加 学 际 副 院 长 谭 侈 元 授 、 数 学 系 
困 赦 浅 主 任 和 时 州 数 育 竺 院 茸 芭 明 


。 4 
痪 院 长 阅读 并 提出 宝贵 意见 ， 特别 
应 该 提 到 的 是 贵州 民族 学 院 数 学 系 
的 歼 鉴 转 老 师 ， 他 非常 详细 地 阅读 
了 本 书 初稿 ， 提 出 了 很 多 宝贵 意见 
. 和 建议 ， 并 对 本 书 的 编写 工作 给 予 
了 很 大 的 帮助 说 在 此 一 并 表示 庄 
心 感 谢 。 

由 于 时 间 短 促 ， 书 中 可 能 存在 
不 少 的 问题 ， 希 望 同 志 们 批评 指 
正 。 
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谷 论 多 于 组 全 数学 ， 它 是 一 个 历史 很 久 
的 煞 学 分 交 。 组 谷 论 所 研究 的 中 心 问 题 是 按照 
一 定 的 规则 来 安排 -- 些 物件 有 关 的 数学 问题 ， 
汉 符 合 所 要 求 的 安排 并 不 是 很 显然 不 存在 或 看 
在 时 ， 那 各 我 们 站 要 的 问题 就 是 去 证 明和 它 的 丰 
存在 或 是 去 证 明 沁 的 存在 。 治 符合 所 要 求 的 实 
排 显 然 是 存在 或 是 我 们 已 经 证 明 它 是 在 在 时 ， 
那么 求 出 这 梓 的 慨 排 的 《全 部 或 其 中 不 等 价 
的 ) 个 数 ， 惧 及 怎样 才能 够 把 这 样 的 安排 求 出 
来 的 问题 ， 如 乐 它 还 给 出 了 最 做 化 的 标准 ， 天 
还 各 寻求 出 最 优 的 安排 如 此 备 千 ，、 上 述 几 方 而 
问题 依次 被 称 为 在 在 性 问题 、 证 数 问 题 、 构 造 
晤 是 、 最 优化 问题 。 


雪 2 过 


几 千 年 以 前 人 们 就 已 经 开始 研究 组 合 论 ， 据 传 早 在 《 河 
图 》 中 ， 我 国人 民 就 已 经 对 一 些 有 趣 的 组 合 问题 给 出 了 正确 
的 解答 。 


$1， 洛 书 的 传说 和 构成 


在 我 国人 民 的 神话 传说 中 ， 有 -- 位 人 物 是 很 著名 的 ， 他 
就 是 丽 。 据 传 早 在 四 千 多 年 以 前 ， 大 各 为 了 治理 那个 容易 泛 
滥 成 灾 的 黄河 ， 曾 经 领导 人 民 日 夜 奔忙 地 工作 ， 据 觉 几 次 过 
家 门 都 没有 时 间 停 下 去 看 看 妻 儿 ， 这 种 大 公 无 私 的 精神 ， 今 
天 看 来 还 是 令 人 感动 。 据 传 在 大 台 治 好 那 滚滚 测 涌 的 河流 
后 ， 就 有 龙马 从 河中 跃 出 献 出 河 图 ， 另 外 在 洛 河 里 也 有 -只 
大 乌龟 背 驮 了 就 是 这 个 出 名 的 洛 书 给 大 为 。 据 说 这 两 个 洛 书 
河 图 都 包含 了 治理 国家 的 大 道理 。 这 传说 历史 倒 很 悠久 ， 在 
《 论语》 书 中 ， 我 夫子 就 因为 当时 世 风 日 下 ， 人 心 不 古 ， 没 


有 圣人 之 治 ， 以 致 “ 河 不 出 图 ”而 感慨 万 子 。 

洛 书 上 的 每 个 圆圈 都 是 代表 一 个 1 ， 
所 以 如 果 我 们 把 洛 书 上 的 图 形 用 阿拉 件数 | 。 2] 
字 写 出 来 就 是 图 1 。 图 1 是 由 1 到 9 这 九 | 一- 
个 数 所 组 成 的 具有 三 行 三 列 的 一 个 方形 阵 
列 ， 其 中 每 行 、 每 列 以 及 每 条 对 角 线 上 二 
个 数 之 和 都 笑 于 15。 有 


4 十 9 十 2 二 15， 3 十 5 十 7 一 15， 
8 十 1 十 6 一 15， 4 十 3 十 8 一 15， 
9 十 5 十 1 一 15， 2 十 7 十 6 一 15， 
4 十 5 十 6 一 15， 2 十 5 十 8 一 15。 
又 在 图 1 中 我 们 有 
2 十 6 十 8 十 4 一 20， 7 十 1 十 3 十 9 一 20， 
6 十 8 十 4 十 2 一 20， 1 十 3 十 9 十 7 二 20， 
8 十 4 十 2 十 6 一 20， 3 十 9 十 ?7 十 1 一 20， 
4 十 2 十 6 十 8 一 20， 9 十 7 十 1 十 3 一 20。 


现在 我 们 来 说 明 图 1 是 怎样 得 到 的 ， 我 们 取 九 张 同样 大 
小 的 正方 形 纸 块 ， 并 在 九 张 纸 上 ， 写 上 从 1 到 9 的 数目 字 。 
然后 再 将 它们 按照 图 2 来 进行 排列 。 排 列 好 后 ， 将 图 2 中 的 
1 和 9 位 置 进行 对 调 ， 同 时 再 将 图 2 中 的 3 和 7 位 置 进行 对 
， 凋 。 这 样 我 们 就 得 到 了 图 3 。 现 在 我 们 把 记 有 1、3、9、7 的 
纸 块 向 中 间 5 的 纸 块 移 近 。 于 是 我 们 就 得 到 了 图 1 。 这 个 方 
夫 沁 载 在 1275 年 宋朝 的 大 数学 家 杨辉 写 的 书 上 。 书 名 叫做 
《 续 十 搞 奇 算 经 》。 他 写 道 ，“ 九 子 斜 排 ， 上 下 对 易 ， 左 右 


和 | 2 4 2 
] 7 | | 5 3 : 3 | We 
| 
i 1 
8 6 R | : | 
9 z 1 
相 更 ， 四 维 雄 进 ， 莽 九 履 一 ， 左 二 夏 ， 一 由 为 启 六 八 为 
是 。” 杨 辉 称 这 种 图 为 “纵横 图 ”， 而 且 旺 第 一 个 中 国 数 学 


家 对 这 方面 的 深入 研究 。 后 来 外 国人 也 开始 研究 杨辉 研究 过 
的 这 一 种 海上 并 且 拒 它 推 广 ， 即 糙 1，2，…，?82 个 目 然 数 
放 进 由 有 径 个 小 正方 形 组 成 站 正 方形 方 阵 里 ， 要 求 级 、 横 及 对 
角 线 的 和 部 相 等 , 满 是 这 竺 爱 求 的 方 阵 称 为 “1n 阶 纵 模 图 ”， 
国外 称 为 “4 阶 魔术 方 阵 ” 或 “了 阶级 方 ”。 这 梓 洛 书 吏 古 
三 阶 纵横 图 或 三 阶 纪 方 。 让 二 : 


16 十 2 十 3 二 13 二 314， 5 十 411 十 10 十 8 一 34， 
9 十 7 十 6 十 12=:31， 4 十 14 二 15 十 1 一 34， 
16 十 5 十 9 十 4==3. 2 二 11 十 7 十 14 二 34,、 
3 二 +10 二 6 二 15==314， 13 十 8 十 12 十 1 一 04 
16-H141 十 6 十 1 一 34 13 十 10 十 7 十 4 一 34。 


ep 一- 和 pi 


| :> i 3 ， 13 所 以 图 二 就 是 一 个 四 阶 的 级 横 图 ， 现 在 我 
sul a 们 肥 推 广 杨辉 的 方法 来 算出 一 个 五 阶 的 纵 
7 ej 横 图 ， 也 就 是 说 我 们 在 二 十 五 个 小 方 格 的 
4|15| 1 | 上 面 写 上 从 1 开始 到 25。 然 后 我 们 根据 杨 

虽 4  ”” 紧 的 九 了 斜 排 ， 改 为 二 十 五 子 斜 排 就 得 到 


4 


图 5 ,在 图 5 中 居 上 


Tl 
稀有 1、6、2。 居 下 1 | 
和 | 
时 有 24、20、25。 然 6 2 | 


呈 青 根据 杨辉 的 上 下 | 
对 易 ， 把 1 调 到 19 的 1 
上 面 , 把 2 调 到 20 的 2 中 
上 面 , 把 6 调 到 24 的 0 
上 面 ， 就 得 到 图 6 。 3 1 
然后 表 把 图 6 居 下 的 Sh 2 | 
调 到 上 面 去 ， 把 24 凋 25 
到 12 的 上 面 ， 把 20 调 四 5 

到 8 的 上 面 ， 把 25 调 要 13 的 上 蝇 ， 这 样 就 得 到 图 7 。 最 后 我 
们 来 进行 左右 相 更 ， 居 左 的 有 16、21、22，、 居 右 的 有 4、5、 
10。 现 在 我 们 把 居 左 的 16 调 到 8 的 右边 去 ， 把 22 调 到 14 的 右 
边 去 ， 把 21 调 到 13 的 右边 去 。 这 样 我 们 就 得 到 图 8 。 然 后 再 
把 图 8 中 居 右 的 4 调 到 12 的 左边 去 ， 把 10 调 到 18 的 左边 去 ， 
把 5 亩 到 13 的 左边 去 ， 这 样 就 得 到 图 9 ， 这 就 是 我 们 所 需要 
的 五 阶 纵横 图 。 


: i 1 
1 3 11247 273 
1 17 Sl 19 5 a8 7 13 9 
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1 ti 1 2417 Iz) 
aa Ts 
加 13 |9 四 的 5 7 | 5 ale, 

EE De 和 
图 $ 图 
由 于 
i1 二 24 十 7 十 20 十 3 二 635， 11 十 4 十 17 十 10 十 23 三 65， 
4 十 12 十 5 十 3 十 16 一 6069. 24 十 12 十 5 十 18 十 6 一 65， 
17 十 9 十 13 十 21 十 9 一 65、 7 二 25 十 13 十 1 十 19=63， 
1i0 二 18 十 1 十 14 十 22 一 65。 L20 十 3 二 4 十 1 十 2 二 165， 
23 十 6 十 19 十 2 十 15 二 63， 3 二 16 十 9 十 22 十 15 = 二 635， 


11 十 12 十 13 十 14 十 15 一 625， 


3 十 8 十 13 十 18 十 23 二 65。 


所 以 图 9 加 是 一 个 五 阶 的 纵横 图 。 
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图 10 
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由 于 
27 十 29 十 2 十 4 十 13 十 36 二 111， 
9 二 11 二 20 十 22 十 31 十 18 王 111， 
32+ 25 十 7 十 3 十 21 十 23 一 111， 
14 十 16 十 34 二 30 十 12 十 5 一 111， 
28 十 6 十 15 十 17 十 26 十 19==111。 
1 十 24 十 33 十 35 十 8 十 10 二 111. 
27 十 9 十 32 十 14 十 28 十 1 一 111， 
29 十 11 十 25 十 16 十 6 十 24 王 111， 


2 十 20 十 7 二 34 15 十 33 二 111， 
4 十 22 十 3 十 30 十 17-+35 一 111， 
13 十 31 十 21 十 12 二 26 十 8 二 111， 
36 十 18 十 23 十 5 十 19 十 10= 二 111， 
27 十 11 十 7 十 30 十 26 十 10 二 111， 
36 十 31 十 3 十 31 十 6 十 1 二 111。 
所 以 图 10 就 是 一 个 六 阶 的 纵横 图 。 
由 于 n 阶 魔术 方 阵 中 的 所 有 整数 的 和 是 1 二 2 十 3 十 …… 
+ 而 这 个 数 等 于 全，, 所 以 4 阶 魔术 方 阵 的 每 行 (或 


每 列 或 每 条 对 角 线 ) 的 数值 都 等 于 “> 。 又 我 们 将 在 


习题 中 证 明 不 存在 有 二 阶 的 魔术 方 阵 ， 若 读者 对 魔术 方 阵 感 
兴趣 ， 可 以 参阅 W.W.Rouse.Ball 写 的 书 ， 书 名 为 《Mathe- 
matical Recreations and ssays 》， 该 书 中 的 第 193 到 
221 页 详细 地 讨论 了 这 个 问题 。 又 该 书 是 由 New York， 
Macmillan 出 版 社 于 1962 年 出 版 的 。 


$2， 关 于 费 波 那 契 数列 


费 波 那 契 (Leonarde Fibonacci) 生 于 1175 年 ， 是 意 大 
利 的 一 位 很 著名 的 数学 家 。 在 1202 年 他 写 了 一 本 数学 书 ， 书 
名 叫做 《 Liber Abaci》， 在 这 本 书 中 提出 了 一 个 很 有 名 的 
“关于 仿 子 生 兔 子 的 数学 问题 ”， 邑 有 一 个 人 把 一 对 小 兔子 


ee A 。 


放 在 四 面 都 围 着 的 地 方 ， 他 筷 知 道人 年 以 局 总 共有 光 少 对 多 
子 生 出 来 。 假 定 一 对 小 急 子 绎 过 一 个 月 以 后 就 能 够 长 大 成 
` 为 一 对 大 仿 于 而 一 对 大 免 “经 过 一 个 月 以 后 就 能 够 生出 一 

小 免 子 。 a 人 是 尼 却 不 能 名 使 用 普通 的 和 
术 公 式 来 进行 计算 。 Hi 有 i 记 导 从 来 表示 一 对 小 兔子 而 用 
记 0 来 天 允 从 旬 了 个 畜 假定 时 间 是 由 一 月 一 日 开 妈 
进行 计算 的 。 我 们 使 月 记号 :来 末 示 在 #8 月 一 日 总 共有 人 钢 
子 的 对 数 ， 即 在 1 月 一 日 总 上 共有, 对。 我 们 可 以 使 用 下 面 
的 图 形 来 表示 兔子 的 繁殖 情况 ， 其 中 实 箭头 一 改 示 一 对 小 锡 
子 长 大 成 为 一 对 大 免 子 或 天 示 一 对 大 免 子 照样 生长 ， 而 虚 前 
头 … 一 表示 生 下 来 的 一 对 小 多 子 。 


在 1 月 1 日 只 有 一 对 小 笔 予 


、 在 2 月 1 日 只 有 一 全 


人 秆 3 月 1 日 有 有 一 对 六 各 于 种 
一 对 小 兔子 
在 4 月 1 日 有 两 对 大 兔子 和 
一 对 小 例子 
让 5 月 1 日 有 三 对 大 免 子 各 
商 对 小 忽 子 
月 荆 且 有 五 对 大 锡 子 外 
三 对 小 兔子 
1 在 7 月 1 日 有 八 对 大 免 对 和 
蒜 对 小 彝 干 


A 您 8 及 1 日 有 汪汪 则 大 免 了 
和 A 八 对 小 人 各- 


se UU » 


(大 ) 
我 们 重用 记 寻 天 来 表示 在 9 月 1 日 大 爸 子 对 的 数目 ， 卫 
”小 ) 
用 下 ; 严 家 示 在 2 月 1 日 小 识 子 对 约 数 目 , 并 把 上 曾 移 计算 结 


朱 : | 下 | 下 : 


入 1 2 3 4 6 7 8 
F(A) i | 和 2 3 5 8 13 2l 
FR 

ol | 1 1 ， | 1 5 8 13 2 34 


Ci) 
Nn 之 1 了， 风 和 由 六 zs， 六 0， 让 的 定义 我 们 有 


(大 ) (人 
Fn={ df, (1) 


《六 ) | 全 《小 ) ， 
a a—= > 1 3 f :1 = bn,! (2) 
#3 时 ， 则 由 (1) 和 (2) 式 我 们 有 
| -( 大 ) 《小 ) | (大 ) 


Fa=PFs LF FtF=Fa FF (9) 

当 # 守 3 时 使 用 下, 二 下 .二 1 币 (3) 式 我 们 可 以 计 算出 ,的 数 
值 。 经 过 计算 我 们 将 下 和 形 《 表 和 社 Pi ) 
使 用 所 一 267914296 和 扼 道 只 由 一 对 小 兔子 经 过 三 年 六 时 间 
就 可 以 繁殖 为 二 亿 六 二 七 吾 九 干 一 万 又 玛 千 二 吾 九 十 六 对 免 
了 于， 由 于 兔子 不 会 以 这 和 柱 社 的 速率 生育 ， 有 所 以 这 不 过 是 一 个 
假设 问题 。 

令 忆 一 了 ,二 1， 而 当 n 守 3 时， 今 忆 i 一- 十 下 1-，。， 数 
学 家 后 来 就 把 这 数列 矿 ， 玉 ,，…， 玉 ,，… 等 等 的 数列 〈 昌 


"= 


[, | n | FF, 
60 2 14929 
外 
97 31 1346269 
2584 2 7 
8 54 
765 4 702887 
: 10946 35 | 9227465 
9 加 26 | 14930352 
28657 27 7817 
46368 | 38 | 39088169 
75025 39 | 63245986 
/ 1393 0 102334155 
C96418 和 | a6ssao 
317811 a 267914296 


1}, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,89,144，233，377， 
) 叫 作 费 波 那 契 数列 (Fibonacci Seguence) 以 纪念 这 个 
最 先 得 到 这 个 数列 的 数学 家 , 其 中 的 二, 系 表示 这 数列 中 的 第 
n 项 。 由 于 这 个 数列 在 数学 、 物 理 和 化 学 中 是 一 个 常 出 现 的 
数列 ， 又 具有 很 奇特 的 数学 性 质 ， 所 以 美国 数学 会 每 三 个 月 
就 出 版 一 本 专门 对 这 数列 进行 研究 的 季刊 ， 称 为 《 费 波 那 站 
季刊 》，(Fibonacci Quarterly)， 法 国 著 名 数学 家 人 鲁 卡 斯 
(下 .Lucas) 在 研究 数论 时 发 现 索 数 分 布 问 题 是 和 费 波 那 契 


。11 。 
数 有 关 ， 因 而 他 发 现 一 种 新 的 数列 。 

令 = 一 1，7 一 3 而 当 *3 时 今 了 一 了 十 了， 数学 家 
称 这 数列 L1，L 上 ;，…， 上 ,等 等 的 数列 ( 即 1，3，4，7?7， 
11，18，29，47，76，123，199，322、，、521，… ) 为 鲁 卡 斯 
数列 。 重 卡 斯 数列 和 费 波 那 契 数列 具有 某 些 相同 的 性 质 。 例 
恕 上 自从 第 二 项 以 后 的 项 是 由 前 面 二 项 的 和 组 成 。 


S3。 哥 尼斯 堡 的 七 桥 问题 


欧 拉 (L. 上 uler 1707 一 1783) 在 1727 年 二 十 岁 的 时 候 ， 
被 俄国 请 去 在 圣彼得堡 ( 现在 改名 为 列宁 格 勒 ) 的 科学 院 做 
研究 工作 。 差 不 多 在 这 个 时 候 ， 他 的 德国 朋友 告诉 他 一 个 移 
经 令 许多 人 困惑 的 问题 。 原 来 在 当时 的 东 普 鲁 士 有 一 个 小 城 
镇 叫做 哥 尼 斯 堡 (Konig sberg)， 这 城中 有 一 条 河 横贯 市 
内 ， 河 中 心 有 两 个 小 岛 。 在 当时 有 七 座 桥 把 这 两 个 小 总 和 对 
岸 联结 起 来 ( 见 图 10 ) 。 


在 周末 当地 的 市 民 喜 欢 去 城 里 散步 买 东西 。 有 人 兽 想 法 
子 从 家 里 出 发 走 过 所 有 的 桥 回 到 家 里 ， 他 们 想 是 否 能 够 从 某 
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三 桥 央 发 使 得 所 起 过 的 桥 部 只- 次 。 许 多 人 试 过 都 不 成 瑟 ， 
现 共 是否 有 一 种 方法 能 走 过 。 
的 朋友 告诉 欧 拉 这 个 “于 尼斯 堡 七 桥 问 题 ”,， 要 他 
想法 子 解 决 。 
欧 拉 并 没有 跑 到 哥 尼 斯 堡 去 走 走 。 他 把 这 个 问题 化 成 了 
这 样 的 问题 来 看 。 把 两 岸 和 小包 各 缩 成 为 一 点 ， 把 桥 化 为 
边 ， 两 个 顶点 有 边 联 结 ， 当 且 仅 当 这 两 点 所 代表 的 地 区 有 桥 
联结 起 来 。 这 样 欧 拉 就 得 到 一 个 图 ( 见 图 11 ) ， 欧 拉 考 虑 这 
个 图 能 否 用 一 笔画 成 ， 如 果 能 够 的 诉 、 则 对 应 的 七 桥 问 题 ， 
也 就 能 解决 了 。 欧 拉 先 研究 一 般 能 一 笔 钾 成 的 图 应 这 具有 什 
作 样 的 性 质 ? 他 发 现 它们 可 以 分 成 为 两 类 ， 全 部 点 部 是 侦 点 
或 是 两 个 奇 点 〈 欧 拉 把 进出 的 边 总 数 是 偶数 的 点 时 做 偶 点 ， 
把 进出 的 边 总 数 是 奇 名 的 点 叫做 奇 点 ) 。 
我 们 知道 ， 如 果 一 个 图 能 够 用 -- 笔 链 成 ， 半 么 在 这 个 图 
上 一 定 有 一 个 点 开始 画 ， 称 做 始点 ， 同 时 也 一 定 有 终止 点 ， 
称 做 终点 ， 我 们 把 图 上 的 其 他 点 称 做 过 路 点 ， 于 为 我 们 要 经 
9 它 ， 首 先 我 们 来 看 看 过 路 点 其 有 什么 性 质 ? 它 是 有 进 有 出 
的 点 ， 也 就 是 说 如 果 有 一 个 边 进入 这 点 ， 那 末 就 一 定 要 有 一 
条 边 从 这 点 出 内 ， 不 可 能 有 出 无 进 ， 
否则 它 就 会 变 成 为 起 点 ， 也 不 可 能 有 
进 无 出 ， 否 则 它 就 会 变 成 为 终点 。 因 


X X 
] 此 在 过 路 点 进出 的 边 的 总 数 应 该 是 侦 
SN 数 ， 即 过 路 点 应 该 是 个 点 。 


虽 1 当 起 上 操 和 终点 是 同一 个 后 时 ， 郊 
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公 它 也 是 懂 于 有 进 有 出 的 点 型 的 点 ，、 国 比 它 一 定 是 侦 芝 ， 这 
样 就 得 到 图 上 全 体 的 点 都 总 偶 避 。 
如 果 起 点 和 疼 点 不 是 周一 个 点 ， 屠 么 它们 一 定 ， 
这 样 就 知道 图 上 应 该 有 两 个 击 点 。 
由 于 在 七 桥 问 题 工 的 图 宇 的 点 ， 者 足 奇 点 ， 芭 共有 由 个 
亲友 ， 所 以 说 图 1 证 不 能 钱 用 一 笔 丽 成 
在 巴黎 (Poris) 航 情 襄 焉 不 辐 。 有 有 一 条 河 ， 河 中 心 有 两 
个 岛 ， 有 15 座 桥 抒 这 西 个 岛 各 对岸 联 颖 起 来 ( 见 图 12 ) 。 
出 于 通过 两 岛 
之 中 任 一 个 岛 的 桥 
的 数目 都 是 偶数 ， 
而 通过 两 岸 的 任 一 
个 岸 的 娇 的 数 是 都 
是 奇数 ， 这 诚 圾 示 
由 任 一 个 崎 出 发 都 
存在 有 一 条 路 ， 它 加 
使 记 有 的 括 部 呈 直 一 次 而 型 这 号 外 的 一 个 岩 。 


$4， 计 数 趣 谈 


十 八 世 纪 德国 出 了 一 位 大 科学 家 高 斯 ， 他 生 在 一 个 很 区 
穷 的 家 庭 里 ， 他 父亲 号 一 个 营 昔 的 工人 ， 高 斯 在 还 不 会 说 话 
时 就 开始 学 习 管 术 了 。 当 高 央 三 风 的 时 个， 有 一 天 晚上 他 看 
着 父亲 计算 工钱 ， 还 纠正 了 父亲 计算 中 的 错误 。 


* 1 。 


长 大 以 后 他 成 为 当时 最 杰出 的 数学 家 、 物 理学 家 和 天 文 
学 家 。 现 在 电磁 学 中 的 一 些 单位 就 是 用 他 的 名 字 命 名 的 。 数 
学 家 们 则 称 他 为 “数学 王子 ”。 

高 斯 八 岁 时 进入 乡村 小 学 读书 。 教 算术 的 老师 是 一 个 从 
城 里 来 的 人 ， 他 觉得 在 乡下 教 几 个 穷 小 孩 读书 真是 大 材 小 
用 。 他 认为 ， 穷 人 的 孩子 天 生 都 是 笨蛋 ， 这 些 囊 策 的 孩子 一 
定 不 会 把 书 念 好 ， 如 果 有 机 会 还 应 该 打 他 们 几 下 ， 以 使 目 己 
在 这 枯燥 的 生活 里 增添 一 些 乐 趣 。 

有 一 天 ， 算 术 老 师 情 绪 很 低落 ， 辣 学 们 看 到 老师 非常 不 
高 兴 的 脸 儿 ， 都 害怕 起 来 ， 心 想 今天 可 能 又 要 把 老师 的 打 
了。 | 

老师 说 ，“ 你 们 今天 替 我 算 算 1 加 2 加 3 加 4 加 5 一 直 
加 到 100 的 和 ， 谁 算 不 出 来 就 罚 他 不 准 回 家 吃 午 饭 ! ”老师 
讲 完 这 句 话 后 ， 一 言 不 发 地 拿 起 一 本 小 说 坐 到 梅子 里 看 书 去 
了 。 

课堂 里 的 小 朋友 们 拿 起 石板 开始 计算 : “1 加 2 等 于 3， 
3 加 3 等 于 6，6 加 4 等 于 10，10 加 5 等 于 15，15 加 6 等 于 
21，21 加 7 等 于 28，28 加 8 等 于 36，…… ”有 些小 朋友 加 
到 几 个 数字 后 就 把 石板 上 的 结果 控 扩 了 ， 再 加 下 去 ， 数 字 越 
来 越 大 ， 很 不 好 算 ， 不 少 孩 子 的 脸 涨 得 通红 ， 有 的 孩子 的 
头 上 活 出 了 汗 珠 。 

还 不 到 半点 钟 ， 小 高 斯 拿 起 了 他 的 石板 走 上 前 去 “ 老 
师 ， 答 案 是 不 是 这 样 ? ” 

老师 头 了 出 不 挫 ， 挥 着 那 肥 厚 的 手 ， 说 ，“ 去 ! 回去 咀 


算 ! 错 了 ! ”他 想 不 可 能 这 么 快 学 生 就 会 有 答案 的 。 

可 是 高 斯 却 站 着 不 动 ， 把 石板 伸 向 老师 面前 ， “老师 ， 
我 想 这 个 管 案 是 对 的 。” 

算术 老师 本 想 要 婚 吃 起 来 ， 可 是 一 看 石板 芋 整 整齐 齐 写 
了 这 样 的 数 5050， 他 馈 奇 起 来 ， 因 为 他 自己 曾经 算 过 ， 得 到 
的 数值 也是 5050， 这 个 八 风 的 小 鼻 怎 么 这 样 快 就 得 到 了 这 个 
数值 呢 ? 

高 斯 解释 了 他 发 现 的 一 个 方法 ， 这 个 方法 就 是 古 时 我 国 
人 和 希腊 人 用 来 计算 级 数 1 十 2 十 3 十 … 十 n 的 方法 。 高 斯 的 发 
现 使 老师 党 得 羞愧 ， 觉 得 自己 以 前 有 目 空 一 切 和 轻视 穷人 家 的 
孩子 的 观点 是 不 对 的 ， 他 以 后 也 认真 教 起 书 来 ， 并 且 还 总 从 
城 里 买 些 数 学 书 自己 进修 并 借 给 高 斯 看 。 在 他 的 鼓励 下 ， 高 
斯 以 后 便 在 数学 上 作 了 一 些 重要 的 研究 了 

古 时 的 中 国人 和 希腊 人 怎样 算 1 十 2 十 3 十 … 十 nx”， 宁 参数 
”学 家 杨辉 和 他 的 学 生 们 用 1 个 圆 球 代 表 1 ， 用 2 个 图 球 代表 
2， 用 3 个 圆 球 代 表 3 ， 当 n 宇 4 时 ， 用 个 图 球 代 表 n 。 于 
是 有 


1 1 十 2 1 十 2 十 3 1 十 2 十 3 十 4 
6 
@ © 外 
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一 艇 我们 用 S, 来 表示 1 十 2 十 3 十 … 十 的 值 ,现在 要 知道 


的 数目 ， 我 们 本 以 设想 有 另外 
必 心 Q © 局 
一 个 S,( 这 里 用 凰 图 球 来 表示 )， 
撕 它 倒 放 ， 并 和 序 来 的 S。 靠 挑 拼 
地 者 委 心 心 


A < FR i ] 
0 © ee © oO i 人 我 们 残 得 到 站 于 行 罗 


总 共有 # 行 ， 每 一 行 有 ?十 1 个 圆 球 ， 所 以 全 部 有 n(n 十 1) 个 
癌 球 ， 这 是 两 个 S。， 内 此 一 个 5, 应 该 是 4(n 十 1) 二 2。 : 


现在 我 们 使 用 更 算 单 的 办 法 来 计算 这 个 和 。 

当 n 宇 6 于 ,利用 1 二 2 十 3 十 4 十 十 (nn 一 1) 十 hn 二 np 十 (n--1) 
443 二 2+1 

由 于 


1 2 3 4 “+ 1 一 1 
(十 ) nl 2 3 2 :1 


-一 -一 人 


1 二 1 二 n+1 n+1 oo 十 1 YL1 


总 共有 fn 个 (wr 十 1)， 志 以 我 们 人 有 


2{1 十 2 十 3 十 4 十 二 (n 一 1) 十 0} 


全 二 2 十 3 十 4 十 守信 一 上 十 寺 生计 (一 和) 十 (4 一 2) 


二 (Nn 一 3) 十 小 2 寺 1} 


二 (Rn 十 1) 十 《8 十 1 十 (十 1) Dt “十 (mn 二 1) 二 (n+ 


pe a -II 一 1。 


rr 一 
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/ 23 十 工 ) 
所 以 1 十 2 上 3 十 4 十 人 十 (一 1 


') 
Ld 


7A nn 宇 11 睹 3 我 全 和 
1 十 3 二 5 二 7- 《232 


» 17 * 


二 (2 一 1) 二 CF 一 3) 汪 i 一 9) 十 Gn 一 7) 十 十 3 十 4 


i 
] 3 5 7 … 20 一 3 24 一 1 
(TF) 2 一 1 2 一 3 2 2 一 7 “， 3 1 
| 2 2 


共有 个 24, 甩 以 我 们 有 
0 
一 {1 十 3 二 5 二 7 于 (08 一 3) -+ C211)}-{(2n~1) 
十 (278 一 全 ) 填 (98 一 5) 2-(27 一 7) 二 十 3 小 1} 
NN*(2nN) 27 
因此 
1 十 3 十 5 二 7 十 《2 3) 十 (人 27 一 1 一 让 ( 4) 


$5。 数 学 归纳 法 


数学 归纳 法 是 在 组 合 论 中 被 广泛 地 应 用 的 方法 。 数 学 归 
纳 法 的 用 途 是 它 可 以 推 上 新 共 些 在 一 系列 的 特殊 情形 已 经 成 立 
了 的 数学 命题 在 一 般 的 情形 下 是 不 是 也 真确 。 它 的 原则 是 这 
样 的 : 

， 假 如 有 一 个 数学 命题 符合 下 面 两 个 条 件 ，(1) .这 个 命题 
对 n= 二 1 是 真确 的 ，(2) 优 设 这 个 全 题 对 任 一 个 正 整 数 n 二 hk 一 1 
是 真确 的 ， 悄 来 我 们 就 出 以 排出 它 对 于 ?一 也 真确 刚 我 们 
说 这 个 命题 对 于 所 有 的 正 轻 数 二 都 是 真确 的 。 

如 果 我 们 说 数学 归纳 法 的 原则 不 是 真确 的 ， 那 就 是 说 这 
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个 命题 并 非 对 所 有 的 正 整 数 n 都 是 真确 的 ， 那 末 我 们 一 定 可 
以 找到 一 个 最 小 的 使 命题 不 真确 的 正 整 数 m。 由 二 已 知 这 个 
命题 对 n= 二 1 是 真确 的 ， 所 以 mm 一定 大 于 1 。 由 于 m 是 一 个 大 
于 1 的 正 整 数 ， 所 以 m 一 i 也 是 一 个 正 整 数 。' 但 m 是 使 命题 
不 真确 的 最 小 的 正 整 数 ， 由 于 rz 一 1 小 于 mm， 所 以 命题 对 
二 mM 一 1 一 定 真 确 。 这 样 就 得 出 ， 对 于 正 整 数 m 一 1 命题 是 真 
确 的 ， 而 对 于 紧 按 着 的 正 整 数 m， 命 题 不 真确 。 这 和 数学 归 
纳 法 原则 中 的 条 件 (2) 相 冲突 。 

下 面 举 一 些 用 数学 归纳 法 证 明 问 题 的 例子 。 

例 1: 证 明 关 十 5 是 6 的 倍数 (这 里 是 一 个 正 整 数 ) 。 

证 明 ， 这 里 的 数学 命 帅 就 是 指 r 十 5n 是 6 的 倍数 。 

(1) 当 n 二 1 了 时 有 nn 十 5n 二 6， 因 而 当 # 二 1 时 数学 命题 咸 


(2) 设 h 是 一 个 之 2 的 整数 。 令 这 个 数学 命题 对 n= 二 一 1 
成 立 ， 即 假定 
(一 1)3 十 5(R 一 1) 一 6m 
成 立 ， 其 中 mn 是 一 个 整数 。 由 此 来 推出 司 十 5 是 6 的 倍数 。 
事实 上 上 上， 出 归纳 法 假设 
R3 十 5R 一 (R 一 1 十 1)3 十 5(R--1) 十 5 
一 (R 一 1)5 十 3(R 一 1)2 十 3(R 一 1 十 1 十 5(R 一 1) 十 5 
一 (R 一 1) 十 5(CR 一 1) 十 3CR 一 1)R 十 6 


加 (m 4 A 2) 


“19 »， 


kk—1) 


由 于 有 是 一 个 整数 ， 所 以 ““，。-” 也 是 一 个 整数 ， 因 而 


m+1+ 二 纪 是 一 个 整数 ， 由 此 说 明 记 十 5 确实 是 6 的 信 
数 。 因 而 入 十 5 是 6 的 傍 数 对 所 有 的 正 整 数 n 都 成 立 。 

例 2， 设 # 是 一 个 正 整 数 ，x 和 …，xn，V，…， bn 部 
是 实数 ， 则 
(Xigit 十 十 Xayn) 导 (XE 十 十 Xn Dy 二 于 十 m2) (5) 
址 了 江 。 

证 明 : 这 里 的 数学 命题 是 (5》 式 是 喜 稿 稍 。 

(1》 当 n 二 1 时 我 们 有 X12y1? 守 (XY1)*， 故 (5) 式 是 成 并 
的 。 

(2) 设 & 是 一 个 之 2 的 整数 。 令 这 个 数学 命题 对 n 二 一 1 
成 立 。 即 假定 

《Xi 二 十 RE 
所 (Xi 二 X21) (1 十 十 和-- 1 (6) 

成 立 。 由 此 来 推出 (xiy1 二 二 X88) 三 (X 十 二 XRD 
十 … 十 场 ) 成 立 。 由 (6) 式 我 们 有 

(Xi 十 十 XRD 1 十 XRD 

= (Xi 十 十 X11) XY 二 2X 
(XV! 二 和 十 XR-1Yi-1) 
< CX 二 二 X21) 二 十 0) 十 XY 十 2X68 

(XV 1 二 十 X11-1) (7) 

由 于 xi，yi《( 其 中 i=1，2，…,， 名 ) 都 是 实数 ， 所 以 我 们 有 


* 20 。 


Ke Ue XE DXAYHN (CY 4) 0, BH 2x, yaX as 
Se 二 xisye。 故 得 到 
Ye Va 2X Cg 11) 
和 AD 二 1 ) (8) 
由 (7) 和 (8) 式 我 们 有 
Cy YE 
中 (5) 式 对 于 所 有 的 正 整 沙 w 党 成 立 。 
下 面 所 列举 的 几 全 从 灼 生 计算 中 所 出 现 的 猜想 问题 关 
剖 玫 来 是 很 困难 的 ， 但 是 实 也 上 使 用 数学 归纳 法 却 号 假 容 易 
证 明 的 。 合 如， 经 过 计算 ， 我 们 得 知 : 
/ ] 一 2 二 8 
一 1 十 2 十 3 
1] 一 2 十 3 一 全 5 
一 1 十 2 十 3 十 4 十 了 四 
1 2 3: 一 44-5 -63472 
= 十 2 二 3-H4-5 十 6 二 7 
1 — 2 3 62 二 72 9 二 9 


l 
1 
王 ] 二 2 二 3 十 4 十 5 十 6 4178 十 9 二 10- 上 141 
因而 ， 我 们 猜想 当 r 汪 3 时 ， 刚 。 
1 一 2 二 35 一 4 十 52 一 .一 (2n)2 (op 133 
一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 十 (21) 十 (28 二 1) (9 ) 
绕 立 。 现 在 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 归 ， 当 p23 时 ，(9) 元 


se 71] “ 
是 成 立 的 。 即 设 R 之 3， 订 省 1 人，(9) 臣 成立, 而 襟 正明 当 
1 二 1 时 ，(9) 开 超 成 立 。 由 于 假说 2 一 R 时 ，(9) 式 是 成 苹 
的 ， 洁 以 我 们 有 
1— 2 (2R) 2k 28 1)): 
十 (2(k 十 1) 二 1) 
二 1 二 2 十 3 十 4 十 5 二 2 车 (28 十 1) 一 (28 十 2)? 二 (28 十 3): 
二 1 小 2 十 3 十 4 十 5 二 98 地 (38 一 (348)* 一 88 一 4 
十 (2K)2 十 128 二 9 
一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 … 二 2R 十 《2 二 1) 十 4 十 5 
二 ] 十 2 十 3 十 4 十 5 十 十 28 十 (2R 十 1) 十 ZR 十 1) 
+(2(E+1) 十 1) 
邦 当 nn 一 Rl 时 ，(9) 式 是 成 立 的 ， 内 而 (9) 江 得 证 。 
经 过 计算 ， 我 们 得 知 


] 一 2 


一 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6) 
1 一 22 十 3 一 全 十 5 一 62 十 72 一 8 
一 一 (1 上 2 十 3 十 4 二 5 十 6 二 7 十 8) 
1 一 2 二 3 一 企 十 52 一 6 十 72 一 8 十 9 一 103 
一 (1 十 2 二 3 小 4 二 5 二 5 十 7 十 8 十 9 十 10) 
因而 我 们 猜 过， 当 p 3 时 ， 则 


® 2 . 


1 一 2 十 3 一 息 十 … 十 (2n 一 1)? 一 (2n)? 

二 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 … 十 (2n 一 1) 十 (2n)) (10) 
成 立 。 现 在 我 们 又 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 当 w 宇 3 时 ，(10) 
式 是 成 立 的 。 即 设 k 宇 3， 而 当 n 二 k 时 ，(10) 式 是 成 立 的 ， 而 
米 证 明 当 n= 十 1 时 ，(10) 式 也 成 立 。 由 于 假设 当 n= 时， 
(10) 式 是 成 立 的 ， 所 以 我 们 有 

1 一 22 十 3 一 和 十 十 (2R 一 1)2 一 (28)2 十 (2(R 二 1i) 一 1)? 

一 (2(R 十 1)7)? 


一 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 … 十 2R) 十 (2k 十 1)? 一 (2k 十 2)? 
一 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 … 十 28) 十 482 十 4R 十 1 一 482 一 8R 一 4 
一 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 … 十 28) 一 (2R 十 1) 一 (28 十 2) 
二 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 … 十 2 十 (2k 十 1) 十 (2k 十 2)) 
故 当 n= 二 k 十 1 时 ，(10) 式 是 成 立 的 ， 因 而 (10) 式 得 证 。 
经 过 计算 ， 我 们 得 知 
1 十 2 一 (1 十 2)2 
1 十 23 十 3 二 (1 十 2 十 3)? 
13 二 22 十 33 二 43 一 (1 十 2 十 3 十 4) 
13 十 23 十 33 十 43 十 5 一 (1 十 2 十 3 十 4 十 5): 
15 十 23 二 33 十 4 十 53 十 6 二 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6)? 
13 十 2 十 33 十 43 十 53 二 63 十 ?5 二 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7)? 
因而 我 们 猜想 ， 当 % 宇 3 时 ， 则 
1 十 23 十 十 二 (1 十 2 十 十 1) (11) 
成 立 。 现 在 我 们 也 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 当 n 宇 3 时 ，(11) 


式 是 成 立 的 。 即 设 R8 三 3， 而 当 n 二 时 ，(11) 式 成 立 ， 而 来 证 


043 
明 当 nn 二 k& 十 1 时 ，(11) 式 也 成 立 ， 由 于 假设 当 n= 时 ，(11) 
式 是 成 立 的 ， 所 以 我 们 有 
1 十 23 十 十 R 十 (R 十 1) 
二 (1 十 2 十 … 十 RR) ?十 (hk 二 1) 
一 (1 十 2 十 … 十 R) ?十 (R 十 1) 一 (1 十 2 十 … 十 十 (kR 十 1)) 
十 (1 十 2 十 … 十 R 二 (CR 二 1D)): 
一 (1 十 2 十 十 ?十 (1) 一 (1 十 2 十 … 十 有 ?一 2(1 十 2 
十 … 二 形 )(R 十 1) 一 CR 十 1) 二 (1 十 2 十 … 十 让 十 (十 1))? 
二 (Rk 十 1) (CR 十 1) 一 2(1 十 2 十 … 十 kR) 一 (R 十 1)) 
十 (1 十 2 十 十 kR 十 (Rk 寺 11))* 
=(h+1) (+): (kl)) 
十 《1 二 2 十 十 Rk 十 (R41) 
二 (1 十 2 十 … 十 十 (十 1)): 
故 当 n==k 十 1 时 ，(11) 式 是 成 立 的 ， 央 而 (11) 式 得 证 。 
组 合 学 这 门 学 科 的 飞速 进展 ， 乃 是 最 近 玫 十 年 的 事 ， 这 
是 由 于 多 种 因素 促进 的 结果 。 一 方面 组 合 论 受 到 了 许多 新 兴 
的 应 用 和 理论 学 科 的 推动 和 刺激 ， 例 如 电子 计算 机 科学 、 数 
字 通 讯 理 论 、 规 划 论 等 等 。 另 一 方面 ， 又 由 于 组 合 论 内 部 的 
理论 的 要 求 也 使 它 不 断 地 向 前 发 展 ， 因 而 使 得 这 一 门 其 有 很 
长 历史 的 数学 学 科 现 在 不 仅 没有 衰老 ， 相 反 的 ， 却 是 非常 活 
路 并 具有 很 好 的 成 果 。 
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1. 证 明 不 和 在 在 有 有 二 介 肛 全 和 ‘~ 方 阵 。 
2. 证 明 三 阶 魔术 方 阵 中 ，5 一 定妆 在 中 国 。 
3 .是否 存 在 一 个 妆 秘 苇 计 方 阵 ， 虽 和 有形 也 
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是 一 个 十 一 阶 的 魔术 方 阵 。 
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是 一 个 十 七 阶 的 魔术 方 阵 。 
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是 一 个 十 妃 阶 的 魔术 方 阵 。 
9. 证 明 当 ?之 2 时 ， 则 我 们 有 
(i) PF.+F,+ + Fa=F 7+ 
(11) P+tF ++, = hn 
10 .证 明 当 nn 这 2 时 ， 测 我 们 有 
(i) P+ + Pn= hyn 
又 当 m 关 4 时 ， 则 我 们 有 
(ii) FF,+F,— Ft (71) Pn 
=(—1)” fn. 
11， 证 明 当 n 宇 2 时 ， 则 我 们 有 
Fi+Fi+ + FF =FaFn, 
12， 证明 当 nn 和 mm 者 是 牙牙 数 时 则 我 们 有 
Fasm= Fa Fmnt nF nm. 
13. 证 明 当 nn 三 2 时 ， 则 我 们 有 
(i) Frnt Fa:=F,., 
(ii) Pinyi— Tai= Pn 
(iii) FaFaii— Fa PF, = Fn 
(iv) Fan= ny 二 PF bn) 
14. 证 明 当 # 关 1 时 ， 则 我 们 有 
(i) 天 2 一 下 一 (一 1 


9 31 . 


(11) FF+F, Ft Fd nF ,n= ,nn 


15。 证明 当 n 宇 1 时 ， 则 我 们 有 
(1) FP,+tP,F,+t.h ,+ “i FnF ,ni 
= ,nl 


. 32 =: 


106, 


17., 


们 有 


(11) nf i+ am DF.+ 2+ 
一 六 一 (十 3) 

(iii) 当 ?# 利于 都 是 正 整 数 时 ， 则 我 们 有 
Frm Pan 

证 明 当 8 宇 1 寺 ， 则 我 们 有 

(1) Ln=PF, 十 天 

(ii) Fa= LF, 


Gii) Ft Fet Ft 4 Fm nal 


求证 
(i) un 六 1 时 则 我 们 有 


] .2 十 2.3 十 … 十 98 十 1) = n(n 1) (n+ 2) 


(11) 设 &a 为 一 个 实 变 量 而 x 为 任意 非 负 整数 ， 则 我 


a*+ad-l|la  :--(at+1):"+i 
(111) 设 n 古 一 个 正 整 数 而 a/。…，as 是 4 个 非 负 实 


数 ， 则 我 们 有 


1 
(G1d,':*an) ”< 


Qi 十 人 十 "十 Qn 


办 


T 呈 
办 3 本 


排列 与 组 合 


排列 和 组 合 是 初等 代数 中 的 一 段 独 特 的 内 
容 ， 是 数学 中 的 重要 基础 知识 之 一 ， 它 对 于 我 
们 解决 许多 实际 问题 ， 以 及 进一步 学 习 某 些 数 
学 知识 ( 如 整数 的 分 析 、 行 列 式 、 概 率 等 等 ) ， 
都 有 着 重要 的 作用 ， 而 二 项 式 的 系数 是 数学 中 
的 重要 基础 知识 之 ， 它 对 我 们 解决 许多 实际 
问题 ， 以 及 进一步 学 习 和 研究 代数 、 高 等 数学 
等 都 有 着 重要 的 作用 。 


N81。 排 列 


人 位 拒 了 丙 研 罕 的 对 象 叫 笨 元素， 好 革 些 元 
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素 的 总 体 叫 做 集合 、 在 - - 般 情况 下 ， 我 们 用 大 写 的 拉丁 字母 
夺 ，，C，D，… 来 表示 集合 ， 而 用 小 写 的 拉丁 字母 4，5b， 
c，d，… 来 表示 元 素 ， 在 考虑 排列 和 组 合 问 题 时 ， 当 元 素 的 
数目 较 多 时 ， 我 们 还 常常 把 所 给 的 元 素 顺 次 编 上 号 码 ， 用 符 
号 ai，a2，…， ar 来 代表 。 

定义 1， 集 合 4 的 一 个 排列 是 集合 4 中 元 素 的 一 个 有 序 
选 出 ， 当 是 对 排列 的 限制 条 件 时 ， 则 我 们 把 这 样 的 排列 叫 
做 了 一 排列 。 

常见 到 的 排列 有 下 而 的 两 种 排列 

(一 ) 从 nn 个 种 不 相同 的 元 素 里 ， 每 次 取出 rw 个 (其 中 
0 和 Ms4 ) 全 是 不 相同 的 元 素来 进行 排列 。 人 们 常 把 这 类 排 
列 简称 为 相 异 元 素 不 许 重 复 的 排列 . 

(二) 从 4 个 各 不 相同 的 元 素 里 ， 每 次 取出 mw 个 元 素 
(可 以 重复 ) 的 排列 。 人 们 常 把 这 类 排列 简称 为 相 异 元 素 可 
重复 的 排列 。 

例 1 从 三 个 字母 2，hp，c， 不 许 重复 排列 共有 六 种 ， 
即 为 

abc, acb, bac, bca,. cab, cba., 


例 2: 号 出 从 五 个 字母 0, D， Cs d， e， 中 每 次 取出 两 


个 字母 的 所 有 不 同 排列 并 要 求 
(1) 不 许 重复 (2) 可 以 重复 
的 这 种 排列 各 有 几 种 。 


解 : (1) 不 许 重复 的 排列 共有 


ab, ac, ad. uae. 


ba, be, bd, be, 

cua, cb, cu. ce， 

da, db, dce, ude, 

eau, eb, ec, ed; 
这 样 的 排列 有 20 种 。 

(2) 可 以 星 复 的 排列 共有 
ua, ab, uc, ud. ueé. 
ba, bb, be, bd, be. 
ca, cb, ce, cd, ce, 
da, db, dc, dd, ue, 
ea, eb, ec,. ed, ee; 

共有 25 种 。 

研究 排列 问题 的 主要 目的 是 求 出 根据 已 知 的 条 件 所 能 作 
出 的 不 同 排列 的 种 数 。 对 于 一 - 些 比较 简单 的 排列 问题 ， 可 以 
采用 例 1 和 例 2 中 所 用 的 方法 ， 即 把 所 有 不 同 的 排列 全 部 列 
举 出 来 ， 数 出 它们 的 种 数 ， 这 样 就 得 到 答案 ， 显 然 ， 这 种 方 
法 是 很 繁 的 。 人 们 为 了 找 出 一 个 简单 的 ， 能 够 直接 求 出 排列 
种 数 的 方法 ， 于 是 就 从 处 理 不 少 排列 问 题 后 ， 所 总 结 出 来 的 
两 个 有 力 而 又 直观 的 原则 。 即 加 法 原则 和 乘法 原则 。 

加 法 原则 (Rule of sum): 如 果 我 们 能 够 完成 事件 盛 的 
方法 ， 共 有 >x 种 而 完成 事件 了 〈 相 异 于 事件 XX ) 的 方法 ， 共 
有 2 种 ， 则 我 们 能 够 完成 《事件 怀 或 事件 ) 的 方法 共有 
x-Fy 种 。 

例 3; 从 北京 回 北 走 的 道路 共有 二 十 条 ,而 从 北京 向 南 走 
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的 道路 其 有 五 二 条， 网 离 并 北 京 的 道路 共计 有 七 十 条 。 

我 们 称 之 为 原则 而 不 叫做 定理 ， 是 由 于 人 们 很 难 将 “ 事 
件 ” 和 “ 相 异 ”这 两 个 比较 横 糊 的 概念 给 以 很 清楚 的 ， 很 正 、 
确 的 定义 ， 然 后 使 用 这 些 定义 来 证 明定 理 。 由 例 3 我 们 徊 
道 ， 吉 法 原则 可 以 应 用 于 例 3 的 情况 ， 但 是 加 法 原则 不 能 应 
用 于 卡 面 的 这 个 例子 。 

例 4， 小 于 10 的 偶数 ， 共 有 四 个 ( 即 2，4;， 6，8 )， 小 
于 10 的 吾 数 共有 四 个 即 2，3，5，7 ) ， 但是， 小 于 10 的 正 
整数 ， 它 们 或 者 是 偶数 ， 或 者 总 素 竹 的 个 数 ( 即 2、3，4， 
5，6，7，8 ) 是 七 个 击 不 是 八 个 ， 即 在 这 种 铺 襄 下 我 们 不 能 
使 用 加 法 原则 ， 其 原因 是 偶数 和 素数 ， 并 不 是 相 异 的 ， 即 这 
两 个 事件 不 是 独立 的 。 
”加 法 原则 可 以 推广 到 多 于 两 个 事件 的 情况 。 如 果 我 们 能 
够 完成 事件 X ,的 方法 总 共有 x, 种 ， 完 成 专 件 ,的 方法 共有 
x* 种 ， 完 成 事件 4 :的 方法 茧 有 xs 种 ，…， 则 我 们 能 够 完成 
( 事件 六 ,或 事件 XX, 或 事件 六 ,或 … ) 的 方法 共有 x, 十 xs。 十 xs 
上 

例 5， 从 北京 向 北 走 的 道路 共有 二 十 条 ， 而 从 北京 向 西 
走 的 道路 共有 十 条 从 北京 内 南 直 的 广内 有 下 二 条， 而 从 
北京 向 东 走 的 道路 共 齐 二 十 条 ， 则 离开 北京 的 道路 共有 一 - 
条 。 
多 法 原则 (Rule of prooluct)， 如 果 我 们 能 够 完成 事件 
区 的 方法 共有 sx 种 ， 丙 完成 事件 了 的 ( 相 异 于 事件 X ) 方法 
共用 种， 则 我 们 能 够 洛 成 ( 事件 忒 和 事件 了 ) 的 方法 共有 


xy 种 。 
| 例 6， 如 果 从 北京 (Deiqineg) 到 武汉 (Wu Han) 行 三 = 条 
路 ( 即 x，y， z ) 可 以 走 ， 从 武汉 到 广州 (Can ton) 有 五 条 
路 可 以 走 ， 试 问 ， 从 北京 经 过 下 汉 而 到 达 广 州 ， 可 以 有 儿 种 
不 同 的 去 法 ? 

解 ， 从 北京 经 过 武汉 而 到 达 广 州 共有 3x35=15 种 不 问 般 
走 法 ， 见 图 13 


图 13 
这 15 种 不 同时 走 法 如 


Xx] xX2 C3 人 5 、 
yl y2 3 4 5 / 
zl 之 了 3 > 之 刁 
乘法 原则 可 以 推广 到 多 二手 个 事件 的 情况 、 刀 果 我 们 能 
够 完成 事件 ,的 方法 共有 x1 神 ， 完 成 事件 廊 , 的 方法 共 有 x， 
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种 ， 完 成 事件 X :的 方法 共有 xs 种 ,…， 则 我 们 能 够 完 成 ( 事 
件 和 ,加 事件 X, 加 事件 X. 加 … ) 的 方法 共有 xixsxs… 种 。 

当 ? 关 1 时 ， 人 们 为 了 方便 起 见 ， 把 从 1 开始 的 n 个 自然 
数 的 连 乘积 用 记号 2#1 (该 作 阶乘 ) 来 表示 ,我 们 有 1!=1， 
21 一 2X1 一 2,31 一 3X2x1= 一 606, 而 当 ? 之 4 时 ，, 则 我 们 有 721 一 1 
(一 1) (3 一 2)…2.1， 又 令 0!=1， 把 2 个 不 同 的 元 素 全 部 取 
出 来 作 排列 ， 则 这 种 排列 称 为 2 个 不 同 元 素 的 全 排列 。 

当 1 委 * 委 ?时 ， 我 们 把 从 环 个 不 同 元 素 中 取出 7 个 元 
素 不 许 重 复 的 排列 的 种 数 ， 记 作 (ov， 则 全 排列 的 种 数 即 

为 (8)n。 

定理 1， 当 1 所 r 所 x 时 ， 则 我 们 有 


[f 时 | 


(1)r =n (nr) rr (1) 


证 明 ， 在 一 个 不 许 冬 复 的 排列 x;:，x;，…，xs 中 x1 可 以 
. 取 1 个 元 素 中 的 任何 一 个 ， 故 有 7 种 取 法 :x1 取 定 之 后 ，Xx。 
可 以 取 其 余 n 一 1 个 元 素 中 的 任何 一 个 , 故 有 n 一 1 种 取 法 ;…， 
在 Xx,，X,，…，*i 都 取 定 之 后 ， 则 xi,; 可 以 取 剩 下 来 的 4 一 
个 元 素 定 的 任何 一 个 元 素 , 故 有 n 一 i 种 取 法 ;…， 在 X1!，x;， 
…， xr-1 都 取 定 之 后 , 则 x;: 可 以 取 剩 下 的 n 一 r 十 1 个 元 素 中 的 
任何 一 个 ， 故 有 n 一 r 十 1 种 取 法 ， 由 乘法 原则 知道 总 的 取 法 
数 应 该 是 / 
n(n 1).…(n—7+1) 
避 本 定理 成 并 。 
定理 2， 当 2<7-<n 时 ， 出 我 们 有 


(1)+ =n( (Nm1)»..,) : (2) 
(n)r er 1 (No 1), (3) 

证 明 : 由 (1)》 式 我 们 有 

Cr=n (nO) (一 1 一 (一 1) 十 1) 一 8--1)7 -| 
故 (2) 式 成 立 。 又 由 (1) 式 我 们 有 

(nr 一 和 (和 一 1 一 一 | ) 
一 六 (和 一 1 一 1 一 (Cr 一 1) 十 二) 
十 《 妈 一 六 下 一 1) (下 一 六 十 二 ) 
王侯 ( 玫 一 1 -十 (下 一 1 人 一 六 十 1 一 工 一 六 十 工 ) 
= 站 (8 一 1)7r- 十 (一 十) 
故 本 定理 得 证 。 
例 7， 某 铁路 线 上 一 共有 100 个 大 小 车 站 ， 铁 路 局 要 为 
这 条 路 线 上 准备 几 种 不 同 的 车 票 。 

解 ， 因为 每 张 车 票 都 标明 起 点 站 和 终点 站 的 站 和 名， 所 以 
同样 的 两 站 间 就 有 2 种 不 同 的 车 票 ， 从 100 个 车 站 的 站 名 中 
取出 两 个 车 站 站 名 ， 分 起 点 站 和 终点 站 排 起 来 ， 所 以 这 种 排 
列 的 种 数 即 是 本 题 的 解 ， 所 以 这 是 在 100 个 不 同 元 素 中 每 次 
取出 两 个 不 同 元 素 的 所 有 排列 的 种 数 问题 ， 于 是 由 定理 1 邯 
得 需要 准备 的 车 票 种 数 是 

(100),=100 x 99=9900 
客 要 准备 9900 种 不 同 的 车 素 。 

当 1 志 r 志 mn 时 ， 我 们 把 从 个 不 同 的 元 素 中 取 出 ”个 元 
素 可 以 重复 的 排列 的 种 数 记 作 Ur。 

定理 3， 当 1 二 7r 志 4 时 ， 我 们 有 
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六 一 了 (4 ) 
证 明 :， 下 -个 可 以 重复 罗 排列 xx 2 中 的 任意 
一 个 元 素 x 0 其 sisr) 证 以 取 %n 个 元 素 中 的 任何 -- 个 ， 
由 有 1 种 取 法 ， 巾 采 去 原则 知道 定理 3 成 立 。 


S2， 组合 


定义 2， 集 合 4 的 一 个 组 合 是 集 含 4 中 元 素 的 .一 个 无 序 
选 出 ， 当 丸 是 对 组 合 的 隐 划 条 件 时 ， 则 我 们 把 这 样 的 组 合 叫 
做 民 一 组 合 。 

常见 到 的 组 合 有 下 而 这 西 种 组 合 

(一 ) 从 sn 个 各 不 相同 的 元 素 里 ， 每 次 取出 m 个 (其 中 
ism<n ) 全 是 不 相同 的 元 素来 进行 组 侣 ， 人 们 党 把 这 类 组 
合 简称 为 相 异 元 素 不 许 重复 的 组 合 。 

(一 ) 从 于 个 各 不 相同 的 元 素 里 ， 每 次 取出 说 个 元 素 
( 可 以 重复 的 ) 的 组 合 ， 人 们 常 把 这 类 组 合 简称 为 相 异 元 素 
可 以 重复 的 组 合 。 

例 8， 从 三 个 字母 4,8，c 中 每 次 取出 二 个 不 许 重复 的 组 
合共 有 三 种 ， 即 为 

ab, ac, bce, 

例 9， 写 出 从 五 个 宇 忆 no， 5，c、d，e 中 每 次 取出 二 个 
字母 的 所 有 不 同 组 合并 要 求 

(1) 不 许 重 复 。 (C2) 可 以 重复 
的 这 种 组 合 各 有 所 种 。 


解 : (1) 不 许 重 复 的 组 合共 有 
db, dac, ud, ue, 
be, bd, he, 
cd, ce, de; 
这 样 的 组 合 有 10 种 。 
(2) 可 深重 复 的 组 合共 有 
ag, ab. uc, ud, ae, 
bb, bc, bd, Lue, 
ce, cd, ce, 
dd. de. er; 
这 样 的 组 合共 有 15 神 。 
械 究 组 合 的 主要 日 的 之 一 是 求 出 根据 已 知 条 件 所 能 作出 
的 不 同 组 合 的 种 数 。 
” 当 1r 忆 n 时 ， 我 们 把 从 #4 个 不 癌 的 元 吾 中 缀 出 7? 个 不 


同 的 元 素 的 组 合 的 种 数 记 作 { ” )。 
定理 4， 当 1<r<w 时 ， 则 我 们 有 


(= - (5) 


rt (一 r)171 


证 明 ， 设 集合 4 是 由 n 个 不 同 元 素 所 构 成 的 ， 即 {x， 
Xj，"…，xa}) ( 其 中 的 x 而 1 三 i <<n 都 是 不 相同 的 ) ， 则 集合 
妥 的 一 个 图 ?个 不 同 元 豆 {x1，…:，x+}( 其 中 玖 xi 而 1 和 ?7 
痢 是 不 相同 的 ) 的 组 合 就 是 集合 4 的 一 个 由 个 不 同 元 素 所 
形成 的 子 集合 ， 例 如 涪 {x;，…，xr} 都 可 以 导出 集合 4 的 7! 
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个 排列 ,反之 ,集合 {x*,，xz，…，xr} 的 全 部 个 不 许 重复 的 
排列 只 导出 集合 4 的 一 个 出 7 个 不 同 的 元 素 的 组 合 ， 由 定理 
1 ,我们 有 


z (1), = (1 AT 
故 得 到 
/in Wr 
(= nr) rt 
因而 本 定理 成 立 。 


例 10， 某 铁路 线 上 一 共有 100 个 大 小 车 站 ， 则 在 该 铁路 
局 总 共有 多 少 种 不 同 的 火 革 标价 。 

解 ， 本 例题 的 性 质 与 例 7 有些 不 间 ， 因 为 火车 票 的 种 数 
和 起 点 站 、 终 点 站 有 关 ， 从 申 站 到 乙 站 和 从 乙 站 到 甲 站 应 当 
准备 二 种 火车 票 ， 但 是 火车 荣 的 票 价 只 与 起 点 站 和 终点 站 之 
间 的 距离 有 关 ， 从 甲 站 到 乙 站 和 从 乙 站 到 甲 站 的 火车 票 价 是 
相同 的 ， 所 以 说 本 题 的 解 ， 就 是 要 求 在 100 个 不 同 元 素 中 每 
次 取出 2 个 不 同 元 素 的 所 有 组 合 的 种 数 问题 ， 于 是 由 定理 4 
即 得 到 该 铁路 局 总 共有 


100\ 100X99 _ 


2 /= 7 4950 


神 不 同 的 火车 票 价 。 

从 例 7 和 例 10 中 可 以 看 出 ， 2 个 不 辐 元 素 中 每 次 取 了 个 
不 同 元 素 的 排列 与 组 合 之 间 ， 有 以 下 的 主要 区 别 ， 

在 排列 中 ， 要 考虑 元 素 间 的 先后 顺序 ， 所 以 在 二 个 的 排 
列 里 ， 其 中 每 一 个 排列 部 是 由 7 个 不 同 元 素 所 构成 。 即 使 元 
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束 完 全 相间 ， 只 要 这 些 元 素 问 的 先后 顺序 不 同 ， 就 要 看 成 是 
不 同 的 排列 。 在 组 合 中 ， 不 考虑 元 素 间 的 先后 顺序 ， 所 以 在 
由 “个 不 同 元 圳 的 组 合 里 ， 只 要 元 素 完 全 相同 而 不 考虑 先后 
顺序 是 否 不 同 ， 都 是 同一 种 组 合 ， 抓 住 了 “有 没有 顺序 关 
系 ”这 一 点 ， 吏 可 以 正确 地 判断 被 考 感 的 问题 是 排列 问题 还 
是 组 合 问 题 。 
定理 5， 当 1 去 rs 去 2 一 1 时 ， 则 我 们 有 


(nN 站 (6) 
~、 FF! nr 


当 2 亿 7<:n 一 1 时 我 们 有 
| 


nN Ni\ nl1\ 


本 1 一 六 / (7) 
证 明 ， 当 1 和 rs2 一 1 时 ， 则 由 (5) 式 我 们 有 
1 /nN 
Ce 


故 (6) 式 得 证 ， 当 2<rssn -1 时 则 由 (5) 式 我 们 有 
nl n—l\ 
("1)+( r / 
(n—1)! (nC—1)}! 


nl) Ti (n—l—r)irt 


Dr ! ,1\ 
Tarlton rr rr 


(n—1)! | n ) 
(norml)ir—m1)\ rn—r) 


nn 
(1 一 r)171 


履 (7)》 式 得 证 ， 因 而 本 定理 成 立 。 

当 1 志 fr 志 nn 时， 我 们 所 从 个 不 同 的 元 案 中 取出 ?个 元 
素 可 以 重复 的 组 合 的 种 数 记 作 塘 ，"。 

定理 6， 当 1 过 7 系 ?4 时 ， 则 我 们 在 


Fn | 1 | 
六 


证 明 : 我 们 将 证 胃 在 1L，2，…， 绪 中 所 有 取 出 了 个 整 

数 可 以 重复 的 组 合 所 构成 的 集合 是 入 从 ，2，… ,x 十 ?一 十 中 
所 有 取出 7 个 不 可 以 重复 的 组 合 所 构成 的 集合 中 间 存 在 有 一 
一 对 应 。 首 先 我 们 来 考虑 {1，2，…， 计 宣 的 一 个 地 了 个 整 
数 可 以 重复 的 组 合 ， 称 之 为 {a:，a;:，"…，dr}， 并 设 这 了 7 个 
整数 所 形成 的 集合 ， 具 有 不 减少 的 次 序 ， 即 

QE Ed 
现 将 gj 加 以 0， 将 忆 加 以 二 ,将 a; 加 以 2 …, 将 a; 有 加 以 7 一 1， 
即将 {gi，502，…， G7} 妆 成 为 {a1，04 十 1，as 十 2，……，dr 十 
一 1， 我 们 这 样 向 的 由 的 是 要 构成 一 个 没有 重复 的 新 的 整 
数 集合 。 可 是 ， 这 样 做 的 结果 一 定 会 使 我 们 加 大 整数 的 数 
什 ， 而 {Ql，G@ 十 1，as 十 2，…、Qr 十 + 一直 是 {1 ,2，……，h 十 
7 一 二 中 的 一 个 子 集 分 《 旭 果 a; 在 加 以 r 一 1 前 是 n ， 则 在 加 以 
fr 一] 芋 ， 应 是 2 十 7 一 1) 义 我 们 容易 知道 新 的 整数 集合 ， 是 没 
有 重复 的 ， 即 有 

dT di< 2 条 十 7 一】 


这 就 证 明了 由 11，2> .外 中 的 一 个 允许 重复 的 r 个 元 案 


1 
所 组 成 的 子 集合 就 能 产后 出 由 入，2,， "xn 十 ?一 1)} 中 的 
r 个 元 素 泪 有 重复 的 一 个 子 集 个， 现在 我 们 还 需要 来 证 明 这 
是 一 一 对 应 。 现 考虑 {1，2，…，m-r 一 1 内 的 没有 量 复 网 
{01，bz 上 这 一 个 于 集会 ， 如 果 人 它 是 按 增 加 次 序 排 列 
的 ， 好 1 志 6) 之 6, 过 之 0 和 1 二 ?一 1 令 g;= 二 三 一 1 十 1， 则 我 们 


Bi{ga, ad;, **', QrteA4l, 7， 症状 的 六 元 盘 素 可 以 重复 
的 于 集合， 因为 这 种 对 国 关系 外 一 一 对 应 的 ， 所 以 这 两 种 组 
合 的 个 数 相 间 ， 又 由 于 从 2 十 r--1 个 不 回 元 素 中 取 出 了 个 个 


同 的 元 素 的 组 合 的 种 数 妃 (A 站) 让 本 定理 胞 了 这 。 


$3.(n): 和 { " ) 的 取 值 范围 的 扩充 


-上 。 7 nt \ er op Tt .T+， 一 7 ew Wa 并 
在 (71);， - ) 的 定义 下， 出 于 它们 有 意义 的 汇 围 必须 要 


求 n，fr 满足 条 特 n 二 7 二 1， 出 于 便于 以 后 在 理论 和 应 用 
处 理 问题 起 见 ， 岂 以 有 必 过 对 nr 的 到 值 范围 进行 扩 元 ， 
为 此 ， 下 进 以 下 的 定义 式 

[A 


o AG * 


0 省 0 过 让， "或 r -0 过 4 时 


a 
六 (—1)7( 人 tr 当 n<0 且 r 让 0 时 
De 站 1) 当 n< 0 有 Hr<0H 
这 里 自然 会 产生 一 个 问题 ， 如 上 扩充 n， 7 的 范围 以 
后 ， 原 来 的 定理 2 和 定理 5 是 否 仍 然 成 立 ? 下 面 的 定理 回答 
了 这 个 问题 。 
定理 7:， 当 nz 1,， ?1 时 则 我 们 有 


《17r 一 外 7 一 1)7-， (8) 

(nn)r 一 六 (9 一 1)7 -小 (天 一 1)y (9 ) 
当中 和 了 不 同 为 0 时 网 我们 和 有 

到 一 荆 /如 一 上 

(1 )= ( Dj 1 ) (10) 
当 nn 和 ?都 是 整数 时 则 我 们 有 z 

n ” 下、 

0) (1) 


当 nn 是 一 个 整数 时 则 我 们 有 


CD-(D-， a2 

证 明 ;， 当 2<r 志 n 时 则 由 (2) 和 (3) 式 知道 (8) 和 (9) 式 都 

成 立 , 当 r==1 志 nn 时 则 由 于 (0) 1 二 f, (一 1 一 ?一 1 和 (一 1)， 
二 1 知道 (8) 和 (9) 式 都 成 立 ， 当 1 专 n<r 时 则 由 于 (x)+=0， 

(一 1)7 一 0 利 ( 一 1)，- =0, 这 时 (8) 和 (9) 式 都 成 立 ， 故 当 

1 全 1，7 过 1 时 (8) 和 (9) 式 都 成 立 。 当 ?HH=rzzl 时 则 由 于 


® i7 日 


(=0 和 (了 一 (一 1 =1 知 道 (10) 式 成 立 , 当 2<r<n 一 1 


时 则 由 于 (7) 式 知道 (10) 式 成 立 ， 对 于 * 关 0，r 志 0 的 其 他 情 
形 而 (10) 式 的 正确 性 可 由 下 过 得 嘻 


| Ri 1 站 

/ ( r ) 1 rr | 

= 0 (—1)" ( 1 0 《10) 式 霹 立 

I 0 0 (10) 式 成 立 | 

N22 r= 1 一 1 1 1 (10) 式 成 立 

n=1, +=1 0 1 I (10) 式 成 立 

n>2, r=0 I / 0 t (10) 式 成 立 
i 一 一 

n==1, r=0 1 0 ! (10) 式 成 立 | 
| 1 - 
， . i 0 : ， _ 、 
n=0, r=0 1 (~ 1] ,1 此 时 (10) 式 不 成 立 


由 (“的 扩充 定义 知道 当 r 关 0 时 我 们 有 (7 )=0， 故 


这 就 是 说 ， 在 ( ， Wo 0 时 成 立 的 公 式 对 于 


® A8 “* 


I Ly 
(—D"( nm Wm 1 nr 时 


(* )= | | (13) 


nt | 一 下 . | 
(—1) ( nr 0 


4<0<7rh， 则 由 (13) 式 我 们 有 
1 一] /nl = 1 
\ r /一 (DT 


r r / 


tr 4 
一 (人 1) \ 7 | (14) 


<r 时 ， 由 (13) 式 我 们 有 
)=D ("2 


=(—1)"!( i i 人 (15) 


加 4 之 0 二 二 1 时 则 由 于 7 一 1 二 =0 故 有 

7 一 人 Ni rt 

DTD 人 
故此 时 (15) 式 也 成 立 ， 当 0<r 时 则 由 (13) 到 (15) 式 和 
nm| 二 r+ 宇 r 宇 1 我 们 有 


(= 
-oO 
= 人 人 
故 当 # 扫 0.<r 时 则 (10) 式 成 立 。 当 过 0，7r<0 时 则 由 (13) 去 
我 们 有 


(1)=(—D" "A ri 一 1 \- 一 1 下 ul -1) 


T 1 一 1| 1/™( I 


Mn 0< 1 
i 
1 


六 ~ 一 


s 49 « 


中 一 下 ; /六 一 1 /im 

| 二 -1 )} ! :A 囊 十 7 1 | 

\, |) 时 \ 1 -tt. 人 1) AN 0 / 
a ,| )-( 1 1) 

| 本 tl) \ ni nn 


= 一 1 加 六 
蕉 汝 1 和 0，7Y< “0 时 由 (0) 式 成 六， 又 污 n 记 0 二 7 时 ， 则 由 和 于 
人 /nC— 


(= \ ， Ar 一 


得 当 双 各 7 不同 为 0 计 则 人 0) 成 江 。 


一 由， 几 当 ?0>7r 了 时 (10)7 趟 成 让， 如 


当 ? 一 7 莹 1 时 则 由 于， \=1， 故人 (11) 式 成 立 ， 

当 1 志 ?所 4 一 1 时 , 则 由 WE 用 n 之 0 一 ?时 ， 
-上 Ha / i "| 区 . a 和 

则 有 (”)=1 一, ”,j， 放 由 时 (11) 式 成 立 ， 


则 有 (=0=( 7,)， 放 此 寺 (11) 式 成 立 ， 因 曾 当 


当 0 夺 17 时 ， 


1 N20， 


r>>0 时 ， 则 (11) 式 都 成 立 ， 当 na>0>r 时 ， 则 gr) 


= Ir| )=(n 


故 示 和 册 (11) 式 成 立 。 当 和 0，7 民 0， 


并 县 nn 入 ?时 ， 则 出 (013) 起 我们 有 
1 | 
(= 六 下) (16) 
| .1 nr 
nr 二 6 时 ， 则 我 们 有 (= 一 D2 )= 
和 一/ \ 四 一 


而 当 n=7<0 时 则 法 们 有 (2 )=1， 故 当 m<0，r<0 并 且 


| : ™ 
s bbO : 


n 坟 7r 时 则 由 (16) 式 知道 11) 式 成 立 ， 当 nn 二 0,， 7 三 0 并 且 n 下? 
时 ， 史 由 (13) 式 我 们 有 


Ht Lf nr 1 ni -1—r—il\ 
CE er 


\ nr / 
inf/ rl 
1 nr 
一 ri ) 
i z 
intrf 一 
一 一? \ hn | 


=(7) 
区 此 时 (11) 式 成 立 。"in<0 时 ， 则 向 (13) 式 我 们 有 
(= 一 DD (7 ， 义 此 时 有 a0，n 一 ?之 0， 节 由 
(13) 式 我 们 有 


n\n 1 
(np) = 1) 、 nl / 


/ ni 一 /一 | \ 


一 (一 1 站 一 1 7 


1 
=(—1D)"(" 1} 了 


) 
Nn \ 
-( r / 
故此 时 (11) 式 成 立 , 即 当 ” 和 了 都 是 整数 时 , 则 (11) 式 成 立 。 
当 ? 达 0 时 则 出 定义 知道 (12) 式 成 立 ， 当 ?< 0 时 则 出 定 义 


有 ( 0 )=1 而 当 %n 过 0 时 则 由 (13) 式 我 们 有 


-eo 


nl 


故 (12) 式 得 证 ，v 故 本 定理 得 证 。 


| 

| 4 二 项 式 定理 和 它 的 应 有 

z 定理 8， 当 nn 是 一 个 正 效 数 时 则 我 们 有 

到 0 an-kbt (17) 


Si\ 


| Catb)"= 2 a pe 一 
4 有 (下 


证 明 :， 当 &~ 1=0， 故 得 到 


(1 je = Sk) 


在 乘积 
(a+b)"= (a+b) (at+b). ‘(atb) 


『 
人 


n 个 
中 ,项 a"-*bt 是 从 nn 个 因子 a 十 5 中 选取 8 个 (其 中 0 和 kh 志 nn)， 
在 这 & 个 a+b 里 都 取 5， 而 从 余下 来 的 n 一 & 个 因子 中 都 选取 
a 作 乘 积 得 到 ， 因 此 ，a"-*b* 的 系数 为 上 述 选 法 的 个 数 ， 即 
组 合 数 ( & )， 因 此 本 定理 成 立 ， 
定理 8 就 是 著名 的 牛顿 二 项 式 定 理 ， 右 边 的 式 子 称 为 
(a+b)" 的 二 项 式 的 展开 式 而 组 合 数 ( & ) 又 叫做 二 项 式 系数 ， 


下 面 略 举 数 例 ， 以 说 明 它 的 应 用 。 
定理 9. 涩 1 二 0 时 则 我 们 外 


Vy “n 一 1 (二 人 on 
R 三 0、 R ， en AR / (18) 


miko 
Mh 


Te 


bb 。 


Sr SY {1h yy 
| 和 ,i DA 0 (19) 
/No nl 1 
三 (= (og 1)=2 (20) 
: - uf ， 
证 明 : 由 于 当 w-<k 时 我 们 月 ( 6 ) 二 0， 故 得 到 
1 从 TT fh 
EE) E(k) Cn 
在 (17) 式 中 取 a = 二 b= 二 1 则 得 到 
2"=(1+1)"= Yi (1) (22) 
0 .iv 
在 (17) 式 中 取 a=1，20= 一 1 则 得 到 
0=(1—1)"= 于 (一 D8 8 (23) 
0 二 hk 二 nn . k , z 


由 (21) 和 (22) 式 知道 (18) 式 成 立 ， 由 (21) 和 (23) 式 知道 (19) 


式 成 立 。 由 (22) 和 (23) 式 相 加 即 得 2 汪 ( 忒 )=2"， 又 由 


0 和 去 R 委 三 
2 


于 当 &> 忆 时 有 ( 台 ) 一 0 而 得 到 


工 (区 )= 和 a) (24) 


i 
RZP0 0<“ 生 3 


由 (22) 和 23) 式 相 减 即 得 


2 


又 由 于 当 h 二 ~ 时 有 ( 。," | ) -0 而 得 到 


>》_ ( i \ WW 有 i .1 

2 1 ， ew _ Fly. | i 4 { 过 
中 上 Py 和 
1 由 < 大 < ") ) 


旧 (299 和 (25) 式 知道 (20) 起 成立 ， 政 本 定理 成 立 ， 
定理 10， 当 nx，m 和 ?7 都 是 整数 ， 击 n 宇 m 宇 0 时 则 我 们 有 


>》 (i /3 

| ， 站 ' 

~ | ， | 2 
R20\ 八 rk: AL/ (26) 

一 -一 说 、 “ | 2 四 . 
RON | ni (27) 


证 明光 w2 宙 Ko 二 0 对， 出 出 定义 有 


_ 入 (26) 式 成 忆 Me 3 让 加 由 是 3 义 有 ( 1 )=0, Ey 一 - 


7/ 


| fn i - | 
k 放 mi 持 则 有 je 一 0 而 当 7 一 kW 时 则 有 hk 宇 7 一 m4 一， 


pH ~ 
故此 时 有 ( 已 j=0, 内 而 于 0 时 (26) 式 也 成 立 
现 假设 4>7 汪 0， 在 (17) 式 中 肥 a 一 1，5 -= 出 有 
nn {1 及 一 = ya + 一 四 
Sr/ TD Rt" 


7 
/所 全 Uy 


二 = > . 1 > iif | i 1 站 
r 壹 0 Ki k | / 


a Sry NR/ mm , 
te 和 人 \28) 
i 外 -0 忆 和 四 rr Ht 


当 0ssr syf 时 则 出 比 较 (28) 志 号 边 的 系 获 即 知 (26) 式 成 六 


着 Sd E 
现在 (26) 式 中 取 # 一 20 ，r 一 请 ， 六 一 性 则 由 (26) 式 和 ( 的 
LL 


(总 ) 就 知道 (27) 式 成 立 ， 因而 本 定理 得 证 ， 
定理 11， 当 n ~1 时 则 我 们 有 
fy 
一 De (29) 
当 n 宇 7r 宇 1 时 则 我 们 有 


/ph\/n\ 
—_ Kk | ._ 
让 1) \ ri \k)™! (30) 


证 明 ， 在 (17) 式 中 地 4 二 1。 5== 一 t 则 有 
G10" (31) 
对 (31) 式 两 边 的 t 求 微 商 即 得 
0-1 》 / 和、 - 
—n(l1—1) '= Dek( Lt ! 
令 t 二 1 即 得 (29) 式 成 立 。 我 们 对 (31) 式 两 边 的 tt 进行 "(其 
中 % 过 7 疡 1 ) 次 微 商 则 我 们 有 
~ NP -- » : 一 外 
(1)7(n)r(1—t) 总 (一 DER 和) 
将 上 式 的 两 边 同 时 除 以 r!， 然 后 青 由 (1 和 (5) 式 我 们 有 
/和 pn ERA ns 
(—1) (a i) = SS,( DCF )( Kt 


令 1=1 妈 得 (30) 式 成 立 。 因 市 本 定理 得 证 。 
定理 12， 当 n 定 0 时 ， 则 我 们 有 


"(DD /n\n 
iS k+l (= 二 《32 ) 


55， 


| 
~ 一 : 3 
k 7 [< 六 k 4 3 


nn \ 71 R 十 1 ， 8 十 1] 
= (一 R) TART 一 ) 


2 TAR 二 1 
及 (19) 式 我 们 有 
(1 /nn\ - 
| 十 \ 天 / 


《一 1)/ /9 十 1 
2 1 nl \ Rk ， 


了 
F 


iar, Ek) 


二 1 
1+ ntl) | 


NM 


nil 


故 (32) 式 成 立 。 现在 我 们 使 用 (32) 式 和 数学 归纳 法 来 证 明 
(33) 式 成 立 ， 当 w=1 时 显 见 (33) 式 成 立 。 现 设 当 n=N (其 
中 访 宇 2 ) 时 (33) 式 成 立 ， 即 有 


(—1)*-i NY 1 
? —( z 
让 | k RAT 


则 我 们 由 (10) 式 和 (32) 臣 省 


和 <- 9 


S71 《一 1 入 fi V+1\ 


> ] h 人 不 


A 


DA 
-一 A “一 - . | 


bi! ' em 
i t 1 < A Fv 


(一 1)、 ”TN RAY 
ES YN) 
: } 1 < : < \ 5 4 Fy 下 ~ 1 , 
一 (一 1 所 一 { 一 上 7 一 \ 
机 | | 一 上 -一 \ 只 h 


_ 天 -1 - 
二 VY 《ON 
1 Rk \R—1/ 


_ 1 vy) 《 1 ) Kk 7 A \ 
A ! mt 可 二 和 . 


~ 一 


一 
lk 人 N+] 


故 由 数学 归纳 法 知道 (33) 臣 成 立 ， 因 而 本 定理 得 证 。 


$5. 多 项 式 定理 

假设 我 们 有 四 个 例子 《 RBB,, 万 ，， B,, B,) 15 个 有 
标记 的 球 ， 我 们 想 知 道北 有 各 少 种 不 和 同 的 方法 能 将 这 15 个 球 
置 末 僵 中 ， 但 需要 满足 条 伟 


。 57 。 


B, 有 三 个 拭 B: 有 一 小 球 B, 有 四 个 球 BB, 有 六 个 球 


我 们 知道 在 15 个 球 中 取出 3 个 园 了 Bi 中 的 方法 共有 (2 ) 种 ， 
-我们 在 剩余 下 来 的 12 个 球 中 取出 2 个 置 于 合 已 :中 的 方法 共有 
(2 种 ， 我 们 能 在 剩余 下 来 的 10 个 球 中 取出 4 个 置 于 颌 Bs 


的 方法 共有 (1 ) 种 ,最 后 将 剩余 下 来 的 6 个 球 全 部 置 于 盒 B， 
、 /0 
a 


BB,，B, 这 四 个 盒 中 总 共有 


(15)(12)(10)( 6- 5 121 110! 61 
\ 4 31121 21101 416!1 ”6101 


11 


31214116! 


定义 3， 设 nr 候 设 我 们 有 个 售 f 
( 芭 B,，B,，…。B: ) 和 # 个 有 标记 的 球 、 我们 使 用 记号 


(ry Fay as Tk) ) 来 表 ; 未 有 和 多少 种 的 方法 能 将 这 nn 个 有 标记 
汐 球 置 于 这 8 个 倪 中 ， 凌 叫 有 ri 个 款 轩 十 盒 8,1 中， 有 7r; 个 球 
置 上 于 人 鳃 B2 中 ， …， 有 有 7z 个 球 输 使 Bi 中 。 

使 用 这 个 记号 则 我 们 有 


ea DD 。 


15 )=- 2 和 
3, 2, 4, 6/ 312!4161 
引 理 1， 我 们 有 


1 
( ; 1 (站 UA 
| i 一 呈 本 


nt 
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证 明 :， 由 上 面 所 讨论 就 知道 本 引 理 成 六。 当 上 只 有 两 个 盒 
子 时 ， 这 时 就 是 二 项 式 的 系数 ， 即 有 


r,t—r ri(n—r)! rr) 


和 


我 们 可 以 将 符号 ( 。 ,解释 成 为 从 # 个 有 标记 的 球 中 取 


六 ， 旭 一 产 
出 + 个 置 于 盒 B;: 中 .然后 再 把 所 剩余 下 来 的 n 一 r 个 球 全 部 置 
于 盒 B; 中 
我 们 有 


/ / 2 
, ， 2 i 丰 2 | 2 
(xi 十 xs 十 Xa) = 0， 0 jx T\0，2, oj 


2 \ 1 2 ) 2 ) 
+ 0, 2/X3 Th 1, Of/XiX2T\, oe, 1/X1*s 


+ 1 La 
一 3 十 YY 十 Xa 十 2X1Y2 十 2X1Xs 十 2X2Xs 
定理 13( 多 项 式 定理 );， 当 n 是 一 个 正 整 数 时 ， 则 我 们 有 
(Xi 十 Xs 十 十 Xk)” 


二 S、 ( n z 
rr rn NTs Fs TA 
"01=1， .Kk) 
其 中 符号 沁 系 表示 和 式 中 的 7/，1+.，… ,rs 经 过 所 有 满足 茶 件 
h 王 人 二 人 十 一 十 rx 的 非 负 整 数 。 
证 明 ， 我 们 有 
(XI 十 X%a 十 十 Xp 
一 《XI 十 YY2 十 十 XXX 十 2 二 6 
上 式 是 由 % 个 因子 相 肥 而 成 的 ， 疝 它 的 展 升 式 的 项 都 是 由 每 
个 因子 之 中 各 取 菜 个 x. 然后 相 乘 而 成 的 ， 即 所 有 的 项 都 具 
有 形式 
党 11 和 2 大 六 
而 和 十 六 十 十 rr 一 m， 又 项 Yixsrs xx 的 系数 等 于 在 这 
# 个 因子 中 先 取出 六 个 困 子 而 在 这 六 全 因子 中 都 是 取 x,， 然 
i 再 取出 r, 个 因子 而 在 这 7; 个 因子 中 都 是 取 x,，…， 最 后 取 
出 rx 个 因子 而 在 这 rs 个 因子 之 中 痢 是 取 xs， 散 项 xirixsrs… 
Xk1* 隐 系数 等 于 


。 .| 
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例 1: 我 们 有 
cotbictd) 


3 / 
一 jr” ~ ， ~ ~ jo 
四 0， 0， 0) AN a tbs () 。 全 ， 人 0。 和。 - Oy 


™, 


人 二 \ A "my 
+ Te 
r : ! ， i i 
和 0, 0, i \ 2， 1、 (0, 上/ 0， 1 ， 0) 


9 2 ) perf 3 人 Pan 
+ (2 0, 0. ia d \1， 2， (0 ， 0 do | \0,2,1,0)0 ° 


，60 ， 


3 \ 2 / \ 1 
+ 2, 0 1 1, 0, 2 0 +( .0,1,2, 0) be 
1 5 、, 3 / 3 ， 
0，0，2，1 52 1 0.0. 2 )ed + 0,110,2)e 


| oy 3 3 
T\o0, 0, 1, 2 cd ,1 abct (i 1 .0 ， 1 )abd 


3 PE 3 \ 
+ 0， ] ， 1 cd \0， 1 ， 1， 1 bcd 


=-03 二 DBD3-cs 二 os 十 3020 十 3c2zc 十 32 以 -3a502 十 3D02cC 
二 302d 十 3ac: 十 3pc> 十 3c2Q 十 3ad2 十 30od2 二 3ca2 十 6apc 
+6ab0d+6acd 十 60cd 


例 2: 在 (Xi 十 %; 十 X33 十 Xe 二 5) 的 展开 式 中 的 Dl 
Xi12Xasx4 Xs 的 系 : 


7 ?1 » 
四 0, 1, 3， 1/ 210+111 13111 =4%0 


例 3， 在 (2xi 一 3x, 十 5x3)" 了 的 展开 式 中 的 项 x1 .XxX,x3* 且 
系数 是 


(2 3) (5):=—36000 


2. 请 证 明 


ET 


3. 求 证 

(1) = ul 

(ii mi 人 = MT 
4. 求 证 

9 


js - ] ， 1 
(11) > (一 1)8-1 | 一 
R 一 ] 1 

5. 求 证 ， 当 n 宇 1 时 ， 提 我们 石 
名 (De JsaC 二 sm- 人 一 1 


6. 求 证 ， 当 n 宇 1]，& 守 1 时 ， 则 我 们 有 


6 -Ee 


(ii) TO 
1 二 0 
7 .证 明 ， 当 sn 是 一 个 正 整 数 时 则 我 们 有 


Be j= 


8. 求 证 ， 当 % 和 + 都 是 正 整 数 ， 而 r 么 xz 时 ， 则 我 们 有 


1 /pn 
(ii) SiR(CR+1)(E+?)=60 2 1 
A \、 


2 
9. 涛 证 ， 当 nn 和 和 ?7 都 是 正 整 数 ， 出 7 三 nz 时 ， 则 我 们 有 


SS RCRA1)CR+ 2 +) = CD DD Tl" 
k=- ! 、 1 ， 


求证 ， 当 于 各 光 表 是 非 负 整数 而 ms 时 ， 则 我 们 和 有 


了 本 ) 本 
一 间 \ 


ni ) 


内 和 mm 都 是非 旬 加 数 ,而 :x 芝 xn 时 ,请 求 出 


守 【只 八 肝 ) 的 最 简 表 达 式 。 

12， 求 证 ， 当 站 和 妖 者 是非 负 整数 时 ， 出 我 们 有 
,一 1 

> (一 DA )= (CIM ym ) 


13，, 设 m 是 一 个 整数 而 1% 是 一 个 非 负 整数 ， 则 我 们 有 
/m+R\ 1 十 1 十 1 

DOE) ) 

14. 设 r、m 和 都 是 整数 而 1 所 mn， 则 我 们 有 

2 RN AU 十 NA m 

r= (ET 1 


“ 15， 求证 ， 当 整数 x 之 0 和 x 关 1 时 ， 则 我 们 育 


1 ,， 池 - b. 
(1 YY 全) 一 二 了 2 | Hi a 
Rd 、 


kn—2R\/n 
2,(—1) ( |( 和 


R 一 0 7 


17 ,求证 ， 当 4 各 部 是 非 负 整数 而 欣 过 x 肝 , 则 我 们 在 
所 


/ ) mn 
PN RN mm | 
(En) 1 = 


了 =n 


18. 求证 ， 当 n，m 和 和 1 如 是 盾 负 整数 时 ， 则 我 们 有 
"i | 上 /oy -1- 
(RR)(" EY /nl \ 
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m/\ 7/ Wi 二 IT 
19， 或 证 : 当 半 和 疾 都 是 非 旬 整数 而 ， 而 我 们 有 


“9 人 为 哥 数 时 
fl / 


-> /1 nn 
OD 


抽 民 原则 


$1， 抽 居 诛 则 的 最 简 形 式 


把 ?十 1 件 或 更 多 的 物体 放 到 4 个 抽 懂 中 
去 ， 那 么 ， 至 少 有 一 个 抽 屠 里 要 放 进 两 件 或 者 
更 多 的 物体 。 这 就 是 抽 屠 原则 的 最 简单 形式 。 
抽 居 原则 又 称 重 述 原则 ， 在 国外 又 称 饮 会 原 
则 ， 或 叫做 狄 利 殉 雷 (P,G。 Dirichlet) 原 则 。 
这 一 道理 似乎 并 无 惊人 之 处 ， 其 正确 性 可 算 至 
为 明显 ， 当 十 九 世 纪 出 现在 数学 中 却 解决 了 几 
个 很 重要 的 问题 。 下 面 我 们 将 举 些 关 于 用 抽 必 
原则 的 最 简 形式 来 解决 问题 的 例子 。 

例 1， 今 有 两 组 正 整数 ， 其 中 每 一 组 中 的 
所 有 数 部 小 末 (其 中 中 是 一 个 正 整 数 ) ， 又 


。 63 « 

假设 每 一 组 中 的 数 都 是 孔 不 相同 的 ， 并 且 这 机 组 数 的 总 个 名 
:nr。 试 证 ， 一 定 可 以 从 等 组 中 各 取 - 数 ， 使 它们 的 和 正好 
等 了 于。 

证 明 ， 设 这 两 组 数 分 别 是 ey.as，…， ery b1，b,，， 
0D。 则 由 于 这 两 组 煞 痢 是 不 加 的 正 鉴 数 ,， 所 以 可 以 设 1 委 ac, 二 
0 1b 6b, 0b1 -nn。 现 令 c;=n 一 gq:( 其 
中 1 和 ?和 )， 则 由 于 @y 丰 不 同 的 ， 以 及 a nn 而 有 n>c| 二 ec， 
之 之 ct 之 1。 考 察 正 连 数 bi,0,， i， CI， Cs， Ck。 
由 于 总 个 数 宇 n， 即 fkR 宇 n; 又 由 于 Bi，D ,bb1， cl， 
co， ，Ck 都 写 1 而 又 所 Rn 一 1。 项 在 我 们 把 6,，b5,，、…，。bi， 
C1，C2，"…，Ck 看 为 I 十 k 件 物体 ， 市 把 1，?，…，n 一 1 看 为 
nn 一 1 个 抽 展 ， 由 于 /十 k& 宇 x， 政 至少 应 有 两 个 物体 在 同一 个 
抽 民 里 ， 邮 有 两 个 数 相 等 。 但 由 于 0:Gi=1，2，…， 人 和 cj 
(j= 二 1，2，…，R) 郁 各 是 不 相等 、 故 沙 在 这 个 抽 民 里 的 数 应 
分 别 来 自 biGi=1，2，…， 站 和 cj(Gj 二 1，2，…，k)， 所 以 
必定 有 某 个 5 和 某 个 cy 相等 ， 即 0=cv=a--ai， 故 我们 有 
bi 十 Qj 二 n， 因 而 本 例题 得 证 。 

例 2， 假定 4 是 一 个 正 整 数 ， 则 在 集合 入，2，…，2n} 
中 任 取 n+1 个 整数 出 来 ， 一 定 存 在 两 个 整数 ， 其 中 一 个 整数 
能 整除 另外 一 个 整数 。 

证 明 :我们 知道 ， 任 一 个 正 整 数 谱 ， 都 可 以 写成 为 2:1 
( 其 中 月 是非 负 整 数 ， 而 全 十 下 鸭 训 数 )。 而 大 二 等 于 1 勾 
人 小玉 等 于 2n 的 奇数 具有 人 个， 于 本 我 们 取出 的 是 n 十 1 个 数 ， 
这 1 十 于 个 数 都 写成 为 2 的 形式 后 ， 全 少 有 两 个 数 所 对 应 的 


，66 。 

奇数 二 是 相同 的 ， 而 对 应 的 有 都 是 非 负 整 数 ， 所 以 对 应 于 
小 的 那个 整数 可 以 整除 对 应 于 R 大 的 另 一 个 整数 。 故 本 例题 
得 证 。 又 本 例题 中 的 a 十 1 不 能 改 为 小 于 等 于 的 数 ， 因 为 在 
1 十 1，1 十 2，…，21 这 1 个 数 中 不 存在 有 一 个 整数 能 整除 另 
一 个 整数 。 


92。 抽 居 原则 的 一 般 形 式 


我 们 还 能 扩充 抽 居 原则 ， 注 意 到 ， 如 果 有 2n 十 1 个 物 体 
放 到 # 个 抽 懂 里 去 ， 则 至 少 有 一 个 扫尾 有 3 个 (或 3 个 以 
上 ) 物体 :如果 有 3r 十 1 个 物体 放 到 ”个 抽 屠 里 去 ， 则 至 少 
有 一 个 抽 居 里 有 4 个 (或 4 个 以 上 ) 物体 … 更 一 般 ， 我 
们 有 

抽 殿 原则 :如 果 将 只 个 物体 放 到 个 抽 必 里 去 , 则 有 至 少 有 


一 个 抽 民 含有 [全 一 ]+1 个 物体 ( 其 中 | ”| 表示 不 超过 
中 二 的 最 大 整数 ) 。 

明 ， 小 十 mn 的 4 的 最 大 信 数 是 由 一 减 去 其 分 数 部 
分 所 得 的 整数 ， 这 就 是 | 一 |。 如 果 不 存在 有 一 个 抽 展 ， 


mp 


它 含 有 | 了 二 -| + 1 个 物体 ， 则 每 个 抽 必 含 的 物体 最 多 是 


;1 一 上 _ ， 、 。 i a . ， 
"= | 而 总 共有 ## 个 抽 剧 ， 证 以 这 1 个 抽 层 所 含 的 物 答 


Va hop ~ Tm 一 、 . 
总 数 小 于 等 于 n| 一 二 | 与 已 拉 有 mn 


nn 


个 物体 矛盾 ， 所 以 至 少 有 一 个 抽 胜 里 有 | “二 “|+1 个 《或 更 


多 ) 物体 。 
” 例 3， 给 定 一 个 由 任 音 豆 十 1 个 不 同 的 实数 所 构成 的 数 
列 qi，G2，…，an2+1， 半 一 算 夺 太一 个 由 iz 十 1 个 项 所 构成 的 
增加 数列 ， 或 者 存在 一 个 由 ?十 1 个 项 所 构成 的 减少 数列 。 
证 明 ， 假 定 不 存在 一 个 出 ?十 1 个 项 所 构成 的 增加 数列 ， 
我 们 将 证 明 一 定 存在 由 ?一 14 项 所 构成 的 一 个 减少 数列 。 假 
定 对 每 一 个 R (其 中 &=:1，2，…，1 二 1 ) ， 令 mi: 是 从 a: 开 
始 的 最 长 的 增加 数列 的 项 数 ， 因 为 不 存在 有 :个 由 ?十 1 个 项 
所 构成 的 增加 数列 ， 故 mx 万 7 (其 中 R 一 1，2，…， 和 给 十 1)， 
由 于 mw 宇 1《 其 中 和 =1，2，， 二) ， 所 以 说 il，+,， 
Mn2+1 这 六 十 1 个 整数 都 在 1 入 nn 之 间 , 我 们 把 1/，t;， 
“，Tin2+1 看 成 是 下 十 1 个 物体 ， 访 到 1，2，…，%# 这 4 个 所 
屡 里 ， 由 抽 必 原则， 至 少 存 在 一 个 抽 尾 里 有 nn 十 1( 或 唱 光 ) 
个 物体 ， 次 这 rn 二 1 个 物体 磊 mis，， 加 有 


一 fp 《其 中 1 R&R 下 
面 我 们 来 证 明 ， 对 于 所 有 的 (其间 1<<7 所 nn) 都 有 2 全 05。 


假定 存在 一 个 i， 刻 得 Gh 二 其 下 1 ， 由 ?ki 
的 定义 ， 我 们 振 道 从 6 开始 有 全 失 癌 数列 ， 它 的 项 数 是 


、68 、 


1 。 再 出 过 如 i 知 961 在 0 之后， 而 我 们 又 假设 了 04, 二 
Gpi4l， 项 以 得 到 从 强 ; 开 始 有 一 个 由 un 十 1 环 也 构成 的 增加 
数列 。 又 册 于 下 k, 的 定义 ， 知 过 从 执 ; 开 始 最 长 的 增加 数列 的 
项 数 是 ma;， 叉 由 于 ?iw, 二 P14i41， 这 与 从 ax 开 冶 有 一 个 由 mk 
十 1 三 mi 十 1 项 所 构 成 的 增加 数列 余生 万 诗 所 以 得 到 
ai ai 其 中 1 筷 i 三 n )， 这 样 ， 就 有 从 ae 开始 的 由 2 十 1 
个 项 所 构成 的 减少 数列 at、 eur ，…，axss 因此 本 例题 得 
证 ,又 本 例题 是 最 好 的 可 能 结 条 ,因为 苔 把 庆 十 1 项 以 为 人 项 ， 

就 可 能 不 存在 一 个 由 a 十 1 项 构成 的 增加 数列 或 减少 数列 。 例 


如 1，7 -1，71 一 2，0，2，1，21，28 一 ] 


3 
373 一 39 一 2， 0 211 1 一， 一 2 
(nm 一 1)n 十 1， 在 这 个 项 数 为 wr 的 数列 里 ， 最 长 的 增加 数列 或 
最 长 的 减少 数列 的 项 数 都 是 。 : 
” 例 4: 在 任意 的 一 群 人 中 ， 一 定 有 这 样 两 个 人 ， 他 们 在 
这 群 人 中 有 相同 数目 的 朋友 。 

证 明 ， 当 人 数 为 1 时 ， 不 成 为 一 个 人 群 。 故 可 先 设 这 群 
人 的 个 数 为 而 n 宇 2。 当 n= 二 2 时 ， 这 两 人 或 互相 认识 ， 或 者 
互相 不 认识 。 当 这 两 人 五 机 认识 时 ， 则 他 们 的 朋友 都 是 1 个 
人 ; 当 他 们 互相 不 认识 时 ， 他 们 的 朋友 都 是 0 ， 故 本 例题 当 
n= 二 2 时 成 立 。 假 设 4 宇 3， 分 三 种 情况 来 讨论 。 第 一 种 情况 ， 
如 果 在 这 群 人 中 每 个 人 的 朋友 数 都 不 为 0 时 ,我 们 用 x;( 其 中 
1 过 i 过 nn ) 来 表示 第 ; 个 人 的 朋友 数目 ， 则 有 1 二 xi 志 4 一 1。 
由 于 xXy，X2， 人 共有 1 个 正 整 数 ， 而 每 个 正 整 数 的 数值 
都 大 于 等 于 1 而 个 于 等 十 8 一 1。 所 以 我 们 可 以 把 xu Xs, 


sa 09 。 
…，xn 看 为 n 个 物体 ， 而 把 1，2，…，n 一 1 这 n 一 1 个 数 看 为 
,一 1 个 抽 层 ， 这 克 尽 把 n 个 物体 放 到 n 一 1 个 抽 展 的 问题 了 ， 
故 至 少 有 两 个 物体 在 同一 个 油 肚 里 。 设 x 与 沪 在 同一 抽 展 里 
( 其 中 & 关 1) ， 即 x 二 xs《 其 中 R 关 1)， 所 以 第 kh 个 人 与 第 
1 个 人 的 朋友 数 相等 。 即 第 一 种 情况 下 本 例题 成 立 。 第 二 种 
情况 ， 如 只 有 1 个 人 没有 则 及， 个 妨 设 这 个 人 十 第 于 个 人 ， 
而 其 余 的 人 的 朋友 数 都 大 于 等 于 1 ,又 由 于 这 个 人 没有 朋友 ， 
所 以 其 余 的 * 一 1 个 人 的 朋友 数 帮 小 于 等 于 1 一 2。 我 们 把 Yu 
ww%n_1 泪 为 8 一 1 个 物体 ， 把 1，2，…，18 一 2 这 ?一 2 个 
歼 数 看 成 是 x 一 2 个 抽 导 ， 则 由 抽 展 原则 ， 至 少 有 一 个 抽 屁 里 
放 了 两 个 物体 。 没 x 与 x 其 中 二 有色 ， <n 一 1 ) 在 同一 
抽 层 里 ， 即 x 二 xi, 获 第 个 人 与 第 1 个 人 的 朋友 数 相等 , 因 
而 在 第 二 种 情况 下 ， 本 例题 也 成 立 。 第 三 种 情况 ， 至 少 有 两 
人 都 没有 朋友 时 ,这 西 人 的 朋友 数 都 为 0 ,也 就 是 说 ， 这 两 个 
人 的 朋友 数目 相同 ， 故 在 第 三 种 情况 下 ， 本 例题 结论 也 成 
立 。 所 以 本 例题 得 证 。 


Sz， 关 于 Ramsey 定 理 


下 面 的 几 个 定理 都 需要 使 用 抽 展 原则。 
定理 1， 由 六 个 人 组 成 的 _- 群 人 中 ， 一 定 有 三 个 人 (或 
注 个 人 以 上 ) 互相 都 认识 ， 或 者 有 三 个 人 (或 三 个 人 以 上 ) 
互相 都 不 认识 。 

证 明 ， 我 们 在 这 六 个 人 中 任意 固定 一 个 人 ， 并 用 字母 4 


ee 7Y 们 »，。 


来 代表 这 人 个人， 而 把 其 余 的 芋 仿 人 分 成 两 类 ， 第 一 类 是 与 过 
认识 的 人 群 ， 我 们 使 用 记号 了 来 代表 这 一 类 人 和 群 ， 第 二 类 是 
与 4 不 认识 的 人 群 ， 我 们 使 用 记号 5S 来 表示 第 二 类 人 群 。 这 
样 ， 我 们 便 把 其 余 的 五 个 人 分 成 为 了 和 5 这 两 类 人 群 了 。 根 
据 抽 屡 不 则 ， 至 少 有 一 -类 包含 有 三 个 人 (或 三 个 和 人 以上) 


5 一 1 本 
这 是 岂 于 | 一 2 | 十 1= 3 六 得 到 的 ，。 如 果 琅 中 有 三 个 人 


(或 三 个 人 以 上 )， 风 这 三 个 人 (或 三 个 人 以 上 ) 可 能 是 互 
相 都 不 认识 ， 也 可 能 有 两 个 人 或 两 全 人 以 上 ) 互相 认识 。 
若 严 中 的 这 三 个 人 〈 或 三 个 人 以上 ) 都 互相 不 认识 ， 则 本 定 
理 已 经 成 立 ! 故 不 妨 设 正 中 有 两 个 人 (或 两 个 人 以 上 ) 互相 
认识 ， 那 么 再 把 4 放 到 这 两 个 人 《或 两 个 人 以 上 ) 下去， 网 
由 于 这 两 个 人 (或 两 个 人 以 上 ) 都 与 4 认识 而 得 到 三 个 人 
(或 三 个 人 以 上 ) 都 互相 认识 了 ， 因 而 本 定理 也 成 立 ， 如 果 
严 中 最 多 只 有 两 个 人 ， 则 在 3 中 含有 三 个 人 (或 三 个 人 以 
上 )。 车 S 中 三 个 人 (或 王 个 人 以 上 ) 互相 都 认识 ， 则 本 定 
理 已 成 立 ， 荐 5S 中 有 次 个 人 (或 两 个 人 以 上 ) 互相 不 认识 ， 
则 把 4 加 到 这 沿 个 人 (或 两 个 人 以 上 ) 中 去 ， 就 得 到 三 个 人 
( 讼 三 个 人 以 上 ) 互相 不 认识 了 ， 全 
而 本 定理 也 成 立 。 综 上 所 述 ， 本 定理 
得 证 。 
如 有 栗 我 们 使 用 圆圈 来 表示 人 ， 又 
用 线段 把 圆周 两 两 连接 起 来 ， 其 中 实 
用 1 线段 表示 这 一 对 和 人 是 互相 认识 的 ， 用 


ss Yi 。 
虚线 段 表示 这 一 对 人 是 互相 不 认识 的 ， 旭 图 了 是 这 六 个 人 可 
能 的 情况 之 一 。 
定理 1 告诉 我 们 ， 任 何 一 个 由 六 个 圆圈 构成 的 图 形 中 ， 
如 用 实 线 或 虚线 将 这 六 个 圆圈 都 两 两 连接 起 米 ， 则 有 一 个 
(或 一 个 以 上 ) 由 三 条 实 线 构成 的 三 角形 或 妆 有 一 个 《或 一 
个 以 上 ) 由 三 条 碟 线 构成 鸭 革 角形 。 
我 们 把 这 两 种 三 角形 痢 称 之 为 纯 二 用 
当 只 有 五 个 人 有 ， 我 位 可 以 人 
图 2。 在 图 2 中， 居然 没有 纯 二 和 骨 z 
影 。 2 
-因而 ,在 定理 1 中 , 如果 将 六 改 为 五 时 , 则 有 可 能 不 存在 有 
纯 三 角形 ,所 以 说 在 这 个 意义 下 ,这 个 定理 的 结 采 十 最 好 的 。 
让 : 人 -一 一 -一 一 现 汪 我 们 再 将 定理 1 加 


以 推广 。 我 们 把 四 个人 互相 
AN 砍 认 识 或 者 四 个 人 互相 都 不 
5 半 训 的 情况 用 图 3 来 表示 
时 3 定理 2， 出 十 个 人 所 构 
成 的 一 个 人 群 中 ， 或 者 存在 有 四 个 ( 或 四 个 以 上 ) 人 互相 都 
认识 ， 或 者 存在 有 三 个 (或 三 个 以 上 ) 人 互 祖 都 不 认识 。 

证 明 ， 我 们 在 这 十 个 人 中 任意 固定 一 个 人 ， 并 用 符号 4 
来 表示 这 个 人 ， 而 把 其 余 九 个 人 分 为 两 类 ， 第 一 类 是 与 4 不 
认识 的 人 群 ， 我 们 使 用 符号 S 来 表示 ， 第 二 类 是 与 4 认识 的 
人 群 ， 我 们 使 用 符号 玉 来 表示 。 如 果 S 中 有 由 个 (或 四 个 以 
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上 ) 人 ， 则 或 者 存在 有 四 个 〈 或 四 个 以 上 ) 人 互相 都 认识 ， 
或 者 存在 有 两 个 (或 两 个 以 上 ) 人 互相 不 认 识 。 当 有 四 个 
(或 四 个 以 上 ) 人 互相 都 认识 时 ， 则 本 定理 已 经 成 立 。 如 时 
S 中 有 两 个 〈 或 两 个 以 上 ) 人 互相 不 认识 时 ， 则 把 4 加 到 这 
阿 个 〈 或 两 个 以 上 ) 人 中 去 ， 就 得 到 有 三 个 〈 或 三 个 以 上 ) 
和 人 互相 不 认识 了 ， 因 而 本 定理 也 成 立 ， 如 果 S 中 最 多 有 三 个 
人 ， 则 由 抽 懂 原则 知道 已 中 至 少 有 6 个人， 故 由 定理 1 得 
到 ， 玉 中 有 三 个 〈 或 三 个 以 上 ) 人 互相 都 认识 ， 或 者 有 三 个 
( 或 三 个 以 上 ) 人 互相 都 不 认识 。 当 有 三 个 (或 三 个 以 上 》) 
的 人 互相 都 不 认识 时 ， 本 定理 已 经 成 立 了 ， 当 有 三 个 (或 三 
个 以 上 ) 人 互相 都 认识 时 ， 把 4 加 到 这 三 个 (或 三 个 以 
上 ) 人 中 去 ， 就 得 到 有 四 个 (或 四 个 以 上 ) 人 互相 都 认识 
Q 了 ， 因 而 本 定理 也 成 
/ “、 ” 立 。 综 上 所 述 ， 本 定理 
或  / \、 ”得 证 。 
9- > 我 们 可 以 用 图 4 来 
图 4 表示 定理 2 的 结论 。 
用 同样 的 方法 ， 我 们 可 以 得 到 
定理 3， 由 十 个 人 组 成 的 人 群 中 ， 或 者 存在 有 四 个 ( 或 
四 个 以 上 ) 人 互相 都 不 认识 ， 或 者 存在 有 三 个 人 (或 三 个 人 
以 上 ) 互相 都 认识 。 / 
我 们 可 以 用 图 5 来 表示 定理 3 的 结论 。 
由 定理 2 和 定理 3 ， 我 们 不 难 推出 
定理 4， 由 二 十 个 人 所 组 成 的 人 群 中 ， 或 者 存在 有 四 个 


人 (或 四 个 人 以 上 ) 互 
相 孝 认识 ， 或 者 存在 丰 


由 个 人 (或 四 个 人 以 或 人 
上 ) 互相 都 不 认识 。 As 

这 个 结论 可 以 用 图 yi 
3 来 表示 。 5 


证 明 ， 我 们 在 这 二 十 个 人 中 任意 国定 -- 个 人 ， 并 把 这 个 
人 记 为 4， 而 其 余 的 十 九 个 入 可 以 分 成 两 类 ，; 第 一 类 是 与 4 
认识 的 人 群 ， 记 为 下 ， 第 二 类 是 与 4 不 认识 的 人 和 群 ， 记 为 


S。 由 于 [|+1=10， 所 以 这 两 类 中 至 少 有 一 类 包含 有 


十 个 人 或 十 个 人 以 上 )。 
车 厂 中 包含 有 十 个 人 (或 + 人 ~ 人 以 上 ) ， 则 由 定理 3， 
我 们 有 图 5， 
TS 
或 ~ 


by 


若 存在 有 了 四 个 人 《〔〈 或 四 个 人 以 上 ) 互相 都 不 认识 ， 则 本 定理 
已 经 成 立 了 ， 若 有 三 个 人 (或 三 个 人 以 上 ) 互相 认识 ， 我 们 
把 4 加 进去 ， 就 得 到 有 四 个 人 或 四 个 人 以 上 ) 互相 都 认 
识 ， 因 而 本 定理 也 成 立 。 
车 S 中 有 十 个 人 (或 十 个 人 以 上 ) ， 则 出 定理 2 我 们 有 
图 4。 


名 了 


人 一 到 


如 果 有 四 个 人 (或 四 个 人 以 上 ) 互相 都 认识 ， 则 本 定理 已 经 
成 立 了 如果 有 三 个 人 《或 二 个 人 以 上 ) 互相 都 不 认识 ， 我 
们 把 4 加 进去 ， 就 有 四 个 人 (或 四 个 人 以 上 ) 互相 都 不 认 黄 
了 ， 因 而 本 定理 也 成 立 。 册 以 上 儿 个 方面 的 讨论 ， 即 知 本 定 
理 得 证 。 
我 们 几 记 号 入 (a，) 来 表示 这 样 打 一 个 人 群 中 的 人 数 ， 
在 这 个 人 群 中 或 省 有 a 个 人 (或 a 个 以 上 的 人 人 ) 互相 都 认 
识 ， 或 者 有 5 个 人 (或 6 个 以 上 的 人 ) 互相 都 不 认识 。 我 们 
称 NCa,，5) 为 Ramsey 数 。 出 定理 1 ， 我 们 有 
N(3, 3)<63 
由 定理 2 ， 我 们 有 
N(14, 3) 二 10) 
由 定理 3 ， 我 们 有 有 
N(3, 4)<10; 
由 定理 4， 我 们 有 
N(4, 4)20 ， 
这 些 数 目 给 出 了 N(c， 妇 的 上 界 ， 但 它们 不 -一 定 是 最 好 
的 结果 。 倒 如， 已 经 有 人 证 骨 了 
N(4,4)<19。 
定理 5， 我 们 有 


s 05 。 
N(a, b=N(b, a) (1) 
N(a, 2)=a (2) 
证 明 :， 由 对 称 性 ， 我 们 立即 得 到 (1) 式 成 立 。 现 在 我 们 
只 需 证 明 (2) 式 成 立 。 若 在 ae 个 人 中 全 是 互相 都 认识 的 ， 册 
(2) 起 已 经 成 立 了 ， 否 则 至 少 有 两 个 人 互相 不 认识 ， 孝 (2) 
式 也 成 立 ， 所 以 本 定理 得 证 。 
定理 6， 对 所 有 三 2 的 整数 cg，2， 我 们 都 有 ， 
N(a,， 晶 ) 是 -个 右 限 数 ( 这 个 数 愉 与 a 和 586 有关 )， 六 
且 青 
Va, LN(a—l1l, 65)-+--N(a, pb 一 1) (3 ) 
-证明 :我 们 先 来 证 明 (3) 式 ， 而 当 (3) 式 已 经 证 明 是 成 立 
上 时， 立即 可 知 NCa，5) 是 一 个 有 限 数 了 。 在 和 (a 一 1，b) 
NCa，65 一 1) 个 人 中 ， 我 们 先 周 定 皇 意 一 个 人 ， 并 把 这 个 人 
记 为 4， 泊 其 余 的 和 N(a 一 1，5) 十 入 (ga,， 5 一 1) 一 1 个 人 中 ， 
可 以 分 为 两 类 ， 第 一 类 是 与 4 认识 的 人 群 ， 我 们 用 来 : 实 
水 } 第 二 类 是 与 4 不 认识 的 人 人 滋 ， 我 们 用 S 来 表示 。 则 或 痢 
在 中 有 NN(u 一 1， 尼 ) 个 (或 更 多 的 ) 人 , 或 者 在 S 中 有 
N(a，b 一 1) 个 (或 更 多 的 ) 人 。 否 则 ,下 中 的 人 激 三 NN(a 一 
1，b) 一 1， 而 县 在 S$S 中 的 人 数 三 NGCa，b--1) 一 1， 故 下 与 5 
中 的 总 人 数 三 NGa 一 1，D) -JN 6 一 1) -2， 这 与 已 知 的 
所 各 S 中 的 总 人 数 为 Na 一 1， 0)-- NCa，5 一 1) 一 1 而 发 生 
矛盾 。 
如 果 在 已 中 表 A(a 一 1，0) 人 个人， 大 让 吕 (一 1，D) 的 定 
义 ， 我 们 有 a 一 1 个 (或 更 之 的 ) 人 互相 都 认识， 或 者 有 上 2 个 
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〈 或 更 多 的 ) 人 互相 都 不 兴 识 。 若 有 也 个 〈 或 更 多 的 ) 人 互 
相 都 不 认识 ， 则 (3〉 式 已 经 成 并 了 。 背 有 a 一 1 个 (或 旭 多 
I 的》 人 五 相 都 认识 ， 我 们 把 4 加 进去 , 就 有 a 个 (或 更 多 
的 》 人 互相 都 认识 了 ， 因 而 (3) 式 也 成 立 。 

如 果 S 中 有 NN(aq，5 一 了 个 人 , 则 由 六 (a,5 一 1) 的 定义 ， 
在 这 N(a,，b 一 1) 个 人 中 ， 有 a 个 (或 更 多 的 ) 人 互相 都 认 
识 ， 或 者 有 58 一 1 个 《或 更 多 的 ) 人 互相 都 不 认识 。 若 有 a 个 
(或 更 多 的 ) 人 五 相 都 认识 时 ，(3) 式 已 经 成 立 了 ,， 若 有 
5 一 1 个 〈 或 更 多 的 》 人工 相 都 不 认识 时 ， 我 们 把 4 加 进去 ， 
”就 得 到 有 5 个 (或 更 多 的 ) 人 五 相 都 不 认识 了 ， 因 而 (3) 式 
也 成 立 。 由 上 述 讨论 ， 本 定理 得 证 。 

请 注意 ，(3) 式 中 ， 洗 非 表 示 等 号 一 定 可 能 成 立 。 事 实 
上 已 经 有 例子 使 等 号 不 成 立 了 。 例 如 ， 我 们 已 经 知道 有 下 面 
的 定理 ， 即 是 | 

定理 7， 当 N (a 一 1,，b) 和 N(a，b~1) 都 是 偶数 时 ， 则 
我 们 有 z 

N(la, b)<<N(a~1l, b)+AN(a, b~1)—!l ( 4) 

证 明 :， 册 于 证 明 过 程 很 繁杂 ， 在 这 里 我 们 就 不 给 予 证 明 
了 ， 读 者 若 感 兴 趣 ， 可 参阅 《BASIC TECHNIQUES OF 
COMBINATORIALTHEORY 》 书 中 的 第 171 页 。 该 书 作 
首 为 D.I.A.COHEN， 了 1978 征 出版。 

定理 8， 我 们 有 

N(3, 3)=6 (5) 
N(3, 4)== 八 (4， 3) 二 9 《6) 


正式 0 一 个 

证 明 可 见 定 理 1。 现 ~ 

| | , | \ 一 有 

在 我 们 灾 证 明 (6) > /| 
+ ' 


i 人 
o NN 
由 于 (2) 和 (5) 式 和 
我 们 有 N(4,2)=4， 
N(3，3)=6， 而 4 \ 
与 6 都 是 偶数 ， 故 出 - 
(1) 和 (4) 式 我 们 4 一 
有 图 6 
N(3, 1)=N(4, 3)<N(G3, 3)+N(14, 2) -1 
=6 二 1 一 1=9 (7) 


但 当 人 数 只 有 8 个 时 ， 我 们 有 图 6 
这 个 图 中 既 无 纯 实 线 三 角形 ， 又 无 纯 虚 线 四 边 形 ， 因 而 
N(3, 4)=N(4, 3) .8 (8) 
由 (7) 和 (8) 式 ， 即 可 得 
| N(3, 4)=N(4, 3)=9 
因而 (6) 式 成 并 。 由 (5) 和 (6) 式 ， 本 定理 得 证 。 
定理 9， 我 们 有 
N(3, 5)=N(5, 3)=14 
证 明 ， 由 (1)、(3) 和 (6) 式 ， 我 们 有 
N(3, 5)=N(5, 3)SN(1, 3)+AN(5,， 2) 
一 95 二 14 (9) 
但 当 人 妆 只 有 13 个 时 ， 我 们 和 有 下面 的 图 ? 


+ 


”。 78 + 


图 7 中 的 线条 人 很多， 我 们 地 图 7 分 解 为 仅 有 实 线 边 的 图 8 和 
仅 有 虚线 边 的 图 9 . 
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在 图 8 中 ， 没 有 纯 实 线 三 角形 ， 而 在 图 9 中 ， 也 没有 纯 碟 线 
五 边 形 〈 包括 对 角 线 在 内 ) 。 因 而 图 7 中 既 无 纯 实 线 三 角 
形 ， 又 无 纯 虚 线 五 边 形 (包括 对 和 角 线 入 内 》。 旋 我们 有 
NN(3, 5)=N(3, 3)7 13 
由 (9) 和 (10) 式 ， 我 们 了 江 即 可 得 
NN(3, 5)=N(5, 3)-=14 
所 以 本 定理 得 证 。 


双 有 人 证 明了 了 :， 在 十 二 个 入 由， 可 能 不 存在 有 四 个 人 天 


(10) 


ee ?0 » 


相 都 认识 〈 或 者 四 个 人 都 互相 不 认识 ) ， 即 是 ， 
N(4, 1)~…17 | ”11) 
但 由 (3) 式 ， 我 们 有 
N(1, 4)EN(G3, 1)+V(1, 3)=90+9=18 (12) 
由 (11) 和 (12) 式 ， 我 们 可 以 得 到 
N(4, 4)=18 | (13) 
此 外 ， 我 们 现在 知道 的 还 有 (3，6) = 六 (6，3) 王 18， 
AN (3，7)=N(7，3)=23。 但 是 , 当 R3>8 时 ,N(3，R) 的 确切 
数字 我 们 尚未 知道 ， 当 & 宇 5 时 ，N (4，&) 的 确切 数字 也 尚 来 
知道 ， 当 hkh 宇 4 时 ，N (5，R) 的 确切 数字 我 们 也 不 知道 。 


S4， 置 换 (Permutationy ) 


让 我 们 考虑 把 到 有 中 的 数 ， 置 换 到 cj，c:，…，cnrs 
我 们 可 以 认为 这 不 仅仅 是 一 个 静态 ， 而 是 一 个 重新 安排 物体 
的 过 程 ， 在 这 种 意义 十， 则 132 不 仅仅 是 一 个 排列 ， 而 是 把 
位 于 最 后 的 物体 置 于 前 两 个 物体 之 间 的 一 个 动作 。 为 了 描写 
这 个 动作 ， 我 们 使 用 记 恕 

人 
它 的 意思 可 以 解释 为 将 1 送 到 ao 的 地 方 ,将 2 送 到 as 的 地 方 ， 
等 等 。 我 们 还 可 以 认为 置换 是 一 种 替换 ， 即 将 1 放 到 ai 的 地 
方 ， 将 2 放 到 a; 的 地 方 ， 等 等 。 义 从 如 


(122) 
{ 32 


。81 。 
即 表 示 将 1 放 到 1 的 地 方 ， 将 2 放 到 3 的 地 方 ， 将 3 放 到 2 
的 地 方 。 

六 和 万 都 是 置换 时 ， 凯 我 们 定义 户 忆 为 首先 施 加 置 
换 己 ， 然 后 再 施加 置换 已 :的 结果 。 例 如 当 ?z=4 时 有 二 个 置 
换 为 


坦 窒 户 .PP 中 首先 是 襄 将 1 让 色 2 的 地 方 ， 然后 是 P, 将 2 六 
到 4 的 地 方 ， 邑 有 


2 3 ， 
(ye 


已 将 2 放 到 4 的 地 方 ， 然 后 ,将 4 放 到 1 的 地 方 ， 即 有 


/1234， 
fl | 


PP 将 3 放 到 1 的 地 方 ， 然 后 是 上 ,将 1 放 到 3 的 地 方 ， 即 有 


/1234、 
Ff Als |) 


PP 将 4 放 到 3 的 地 方 , 然后 是 ,将 3 放 到 2 的 地 方 ， 故 PP， 
将 4 放 到 2 的 地 方 ， 即 有 
/1231 
PP,=( 4 1 32) 
如 上 所 定义 的 二 个 置换 之 来 积 ， 还 是 一 个 盟 换 ， 我 们 还 
可 以 证 明 置 换 对 于 乘法 来 说 ， 是 满足 结合 律 的 ， 即 有 
apc) 一 (apD)ce。 
有 一 个 己 等 (identity) 团 换 ， 即 


。 09 。 

(1 2 3 4 
它 使 得 对 于 任意 置 次 记者 有 1 P= 及 PI = 了 PP 成立。 对 于 得 
一 个 置换 一 定 有 一 个 逆 置 换 P-!， 它 使 得 PC(P-!)=J， 和 和 
(DP 二 1 成 六， 逆 置 换 的 构成 是 容易 的 ， 即 如 果 Pl 送 1 到 
2 天 让 送 2 到 1， 等 签 ， 重 旭 


在 数学 中 我 们 常 遇 到 元 这 的 集合 G， 而 对 于 集合 G 中 的 
元 素 ， 我 们 有 办法 定义 其 巧 积 并 使 得 它们 具有 下 面 由 个 性 
质 ， 
1.CG 中 的 二 个 无 素 相 来 还 第 CG 中 的 一 小 元 票 。 
2. 当 ao，b，c 都 属于 CG 时 出 育 
a(bc)=(ab)e 
3. 在 G 申 有 一 个 忆 等 元 素 ， 它 使 得 对 于 G 中 的 任 一 个 元 
素 都 具有 
lx= 人 和 Xi 一 : 
4. 对 于 G 中 的 每 一 个 元 人 宗 ， 相 应 地 在 G 中 部 有 一 个 逆 元 
素 x~!， 它 使 得 
fs 一 和 (xi 
这 样 的 一 个 集合 G ， 我 们 称 之 为 群 ， 为 了 避免 混乱 ， 我 们 使 
用 记 扎 全 来 表示 和 群 C 中 的 飞 祝 。 
例 5: 正 整数 的 商 〈 也 叫做 正 有 理 数 或 正 分 数 ) 构 成 一 


A 0 9 
个 群 ， 莫 中 的 恒 等 元 窒 蕊 ] 向 的 好 元 球 丰 一。 


例 6 设 G-={1，3，7，4}， 故 集合 G 时 共有 四 全 元 
素 ， 即 1，3，7，9。 当 x 和 人 孝 属 于 集合 G 时 ， 风 我 们 定义 
x **y 等 于 xy 中 的 个 位 数 的 数字 , 则 集合 G 是 一 个 群 。 例 如 3 
乘 7 等 于 21 而 21 的 个 倍数 是 1 ， 所 以 证 C 中 3x*7 二 1; 由 于 


7 乘 9 等 于 63， 所 以 在 G 中 有 7#9= 3。 对 于 这 个 群 的 乘法 
表示 是 


| | 
ii ,pi 和 ii oa EP PE "iol, hen 


例 7; 全 休整 数 的 集合 GG 对 于 GG 中 的 二 个 元 末 xX 和 y， 
则 我 们 是 头 x 半 y= 十 y (其 中 “+ ” 系 表 示 通 常 所 用 的 加 
法 ) ， 册 有 有 
(1) YY 米 ! 显 然 还 是 一 个 正 称 数 。 
(2) 我 们 有 > 洲 (J 米 2) 三 (Y 立 四) 六 =。 
(3) 整数 0 是 一 个 但 等 元 系 ， 即 有 
0* 人 X= 二 xx 冰 0 二 尺 
(4) 对 于 C 中 的 每 一 个 匹 素 都 有 它 的 道 元 于 (一 x)， 
具有 
F(a)0.=-(~ ka 


e 1 


定理 10， 数 1，2，…. 212 阐 全 体 置换 构成 一 个 群 。 

这 个 群 我 们 使 用 记 3, 米 表示 并 你 之 为 n 阶 对 称 群 ，" 它 
恰巧 有 n! 个 元 素 。 

例 8: 3: 的 6 个 元 素 是 


/123\Y 123Y /123 
1123 (1235) (123\ 
\2 3 1 \3127 321/。 


愤 换 的 乘积 不 要 数列 的 乘积 一 样 ， 它 不 总 是 可 以 交换 
的 ， 也 就 是 说 ， ca 和 的 乘积 不 总 会 是 等 十 8 和 a 的 乘积 。 
例 9， 我 们 有 


1 231 
(» 1 3 a: 


ts 【> 
he 
Le 
tw 
A 
mm 
~ 


但 是 


J 

\321 八 213) 

这 只 表示 Ss 不 是 可 交换 的 ， 但 是 这 种 想法 可 以 对 于 殉 大 阶 的 
对 称 群 还 是 对 的 ， 例 如 对 于:， 我 们 有 


12231293， 人 


/12345N12345 -(12345) 
7313 人 33314050)= 2 3 1 4 5 /但 在 
(12345)12345)-(12345) 
\32145/21345) \31245/. 
另外 方面 ,对 于 S, 米 说 具有 一 个 置换 即 ( 1 ) 而 对 于 5 来 


说 具有 两 个 置换 即 


(12) (47) 
l12/, \21. 


人 。 


故 $S, 和 S, 都 是 交换 群 。 

使 用 二 排 的 符号 来 描写 置换 有 两 个 不 方便 之 处 ， 首 先 ， 
人 (C1, 2,、……, 0 
ee 个 符号 将 每 个 置换 的 银 本 结构 隐藏 ， 为 了 修改 这 

人 了 另外 种 民 折 的 记号 ， 隐 之 为 加 毛 ，_ 人 
纶 痪 是 在 国 轿 缴 内 的 一 列 数 ， 使 用 到 号 或 问 阳 米 分 离 。 例 如 
(qj, ds 表示 明确 下 新 排列 好“ 将 @ 放 到 ac 的 由 
方 ， 将 @o 放 到 as 的 地 方 ，…， 将 an-: 放 到 en 的 地 方 ， 将 an 放 
到 a 的 地 方 ”, 一 个 轮换 的 长 设 就 是 含 在 该 轮换 的 项 的 数目 。 


例 10，( 4234) 的 轮换 是 (1，3，2，4)， 它 的 长 度 是 


4 2 1 
4 。 
例 11，( 2 3 。 ) 的 轮换 是 (1，2，3)， 其 中 4 停留 因 
定 。 
ED 


to DY 
Mr re 


0 
3416/\1436 
=(1,，5)(2,，4，6)(3)。 


例 14， 对 于 5; 中 的 两 个 元 素 使 用 轮换 表示 时 则 有 


(1 2 ) 一 (1)(2) 一 下 (1 1 ) 一 (1， 2) 。 


2 3\ 
21/ 


关于 S, 中 的 元 索 的 乖 积 表 


《1，237)(2) 


上 
ris 


(!1, “) Cl, 2) | (1, ', 
(15 Jo) (1， 2) 外 所 | 
(2，3) (2，3)》 (1, ?2.2) (1 7?) 


(1,2,3) 


(1,3,2) 


曙 = 2 四 和 -一 一 - - i 


上 元素 使 用 轮 


32) (1 3) | (2 
| | 


换 来 表示 时 则 有 


1 2 3 
12 3 四 

1 n 1 :: (1) (2, 21) (2, 2 
1 2 2 ) 、 : 

(313) 0 0 0 2) 
1 2 3)\ 和 

(1 2) 

1 1 2 vy Yd 行 2) 

. 3 ] / 9 “9 - 


二 《131) 


《1，2，3) (1，3，2) 


3) (C1, 3 23) (1, 3) : (2, 3) 
(1, 2， (1, 2) 


i i .， - 。.- 


»。 RY » 
如 果 忆 是 一 个 群 语 S 是 G 中 的 一 个 子 集合 而 及 S 也 是 -- 个 各 
时 ， 嘿 我们 说 人 5 起 GG 的 一 个 于 样 。 例如 5; 是 S$; 的 -- 个 于 群 ， 
3; 是 Ss 的 一 个 子 群 ， 等 等 。 

两 个 轮换 称 散 分 离 的 (disjcint)， 旭 果 在 这 两 个 轮 换 中 
没有 共同 的 元 素 。 
定理 11， 当 a 和 是 两 个 分 离 的 轮换 时 ， 则 我 们 有 
ab=ba 
证 明 ， 当 a 和 "是 两 个 置换 ， 曾 这 酚 个 置换 用 到 于 和 靳 安 
排 的 是 分 离 焦 含 时 是 各 它们 的 重新 安排 的 次 序 无 关 ， 周 而 本 
定理 成 立 。 


习题 


1 . 设 有 ai; 十 as 十 … 十 an 一 2 十 1 个 元 素 , 其 中 和 ai(i 二 1， 
2，…，?#) 都 是 正 整 数 ， 若 将 这 Q@ 十 az 十 …… 十 an 一 ?十 1 个 元 过 
分 成 为 4 个 集合 , 则 至 少 应 存在 一 个 正 整 数 检 其 中 1 委 下 科 介 ， 
它 使 得 在 第 m 个 集合 里 至 少 包 含有 an 个 元 素 。 

92, 设 ，ihi 宇 1， 又 设 Q1，4;， ,domi 证 1, 2，…，271 十 ] 
的 一 个 更 烈 ， 则 2 能 够 整 除 (4; 一 1)(a, 一 2) (Gym;1 一 (2 
+1))， 

3.10 个 不 同 的 十 进 制 两 位 数 ， 组 成 一 个 集合 4， 试 证 明 
必定 存在 4 的 两 个 不 相交 的 非 空子 集合 妃 和 巨 ， 使 有 中 一 切 
元 素 之 和 等 于 书 中 一 切 元 素 之 和 。 

4. 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 仁 意 放置 5 个 点 ， 则 其 中 全 少 


a PH 


-~ 


A 四 交 rr i /9 


-一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 5 .如 图 ， 三 行 9 列 
一 1 ”下 的 27 个 小 方 格 ， 每 个 小 
站 | 方 格 都 涂 上 红色 或 者 蓝 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 色 ， 则 一 定 有 两 列 的 涂 
色 方 式 相 同 。 

6. 任 给 五 个 整数 ， 则 必 能 从 中 选 出 三 个 ， 使 得 它们 之 和 
能 够 被 3 整除 。 z 

7 , 设 正 奇数 hn 之 3， 而 Qj ,0 ，…， aw -2n+2 是 太一 2n 十 2 个 
整数 , 则 必 能 从 中 选 出 ”个 数 ,使 得 它们 的 和 能 够 被 ”整除 。 

8 . 设 2 和 a，a，…，d :都 是 正 整 数 ， 则 我 们 总 可 以 
找到 一 对 数 qi 与 a;; 《其 中 11<7ST2+1L ) 使 得 它们 的 差 能 
够 外 nn 整除 。 

9, 设 正 整 数 n 宇 2， 又 设 a;，a,;，…，dan 是 2 个 正 整数 ， 
则 我 们 总 可 以 找到 一 对 数 a1 与 a;，( 其 中 1<i<j<n)， 使 
得 它们 的 差 或 者 它们 的 和 能 够 被 整除。 

10. 设 正 整 数 a 写 2，b 宇 2， 则 我 们 有 

N(a, <(e tT’) 


a—1 ， 
11， 设 内 是 任 一 给 定 实数 ，? 是 住 意 正 整 数 ， 则 存在 整 
数 x， 4 使 得 z 四 


| 一 ZX| < 二， 0< x 


* B90 。 


12. 令 
,1234567\ p1234567) 
\6352417/, .6721345/ 


请 求 出 ob 与 ba， 它们 是 否 相等 ? 
13， 设 Pi 是 长 度 为 2 的 -个 轮 痪 ， 清 证 明 P*=1。 设 
已, 是 长 度 为 3 的 一 个 轮换 ， 请 证 明 P: 一 T。 设 &>>4 而 Py-: 是 


长 度 为 的 一 个 轮换 ， 请 证 是 7-， 一 


14， 设 已 =(1，2)(3，1，5，0)， 请 证 明 P”*=/。 


容 斥 原理 


AS1， 集 合 的 基本 知识 


为 了 介绍 容 和 奈 原 理 ， 我 们 必须 首先 介绍 一 
些 尖 于 集合 的 基本 知识 。 

集合 ; 我 们 把 所 研究 的 对 象 叫 做 元 素 ， 把 
那些 确定 的 ， 能 够 区 分 的 元 素 的 总 体 叫 做 集 
合 ， 并 说 这 个 集合 是 由 这 些 元 素 所 组 成 。 例 如 ， 
北京 大 学 的 全 体 学 生 组 成 一 个 集合 。 如 果 不 特 
引 声 级 集合 中 的 某 些 元 素 是 相同 的 ， 则 可 以 认 
为 所 有 元 素 部 是 相 蜡 的 。 我 们 常用 大 写 拉 丁字 
母 来 表示 集合 ， 而 用 小 写 拉 丁字 母 表示 元 素 。 

若 元 素 a 在 集合 4 中 ， 那 么 我 们 束 说 集合 
好 中 会 有 元 束 9 ， 闻 记 为 GE A 或 A43a 


”91 。 
落 元 素 a 不 在 集合 4 中 ， 那 么 我 们 就 说 集合 4 中 不 含有 
元 素 a ， 记 为 ac& 4 或 4 为 a 
车 任 给 两 个 集合 4 和 集合， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 元 
案 a， 洲 a€ 4， 则 a€ B; 并 且 ， 对 于 每 一 个 元 素 a ; 荐 a € 
B， 则 a€t 4。 那 么 我 们 就 说 集合 4 和 集合 8 相等 ， 记 为 4= 
。 例 如 ， 集 合 4= 本，2，3}， 集 合 8 二 {3，1，2}。 由 于 这 
丙 个 集合 元 索 完 全 相 问 ， 昌 然 元 亲 的 顺序 不 间 ， 我 们 还 是 
说 4 二 BB。 若 集 合 C== 行 ，3，5}， 而 集合 DD={2，3，4}。 这 
陋 个 集合 只 有 一 个 相同 的 元 素 3 ， 但 是 其 他 的 元 素 就 不 同 
了 ， 因 此 CD，。 
若 集 合 4 的 每 一 个 元 素 也 都 是 集合 8B 的 元 素 ， 那 么 我 们 
就 说 集合 4 是 集合 8B 的 一 个 子 集合 ， 记 为 4 二 8B。 着 集 合 4 
不 是 集合 BB 的 子 集合 ， 就 记 为 4 8B。 荐 4 己 8 时 ， 我 们 也 说 
4 包含 在 B 中 ， 有 时 也 说 集合 B 包 含 集 合 4。 
对 于 任 给 的 集合 4，B，C， 我 们 有 
(i) ACA, 
(ii)》 滩 :4 -BHBCC,， 则 AC，。 
对 集合 之 间 的 运算 来 说 ， 最 基本 的 运算 有 “并 ”和 “ 交 ”。 
若 三 个 集合 44，B,C 之 间 满 足 ，4 中 的 任 一 个 元 素 x 都 
包含 在 中 中 或 者 包含 在 集合 C 中 ， 又 集合 8 或 者 集合 C 中 的 
元 素 也 都 包含 在 集合 4 中 。 则 称 集合 4 为 集合 8 与 集合 C 的 
并 集合 ， 记 为 
| A=ByC 
车 三 个 集合 4，B、C 之 间 满 足 ， 集 合 4 中 的 任 一 元 素 


ss 人 
x， 一 定 包 含 在 集合 有 中 ， 也 一 定 包 含 在 乐 合 C 中 ， 又 集合 
8B 和 集合 C 都 共同 含有 的 元 素 也 一 定 在 集合 4 中 。 则 称 集合 
4 是 集合 刀 与 集合 (C 的 交集 含 ， 记 为 

A=BNC 


82。 关 于 容 斥 原理 


在 计算 一 个 集合 的 元 素 的 个 数 时 ， 我 们 经 常 发 现 间 接 计 
算 比 直接 计算 更 为 简单 ,例如 ,我 们 想 计算 1 到 6900 之 加 不 能 被 
6 整除 的 整数 的 个 数 时 ,可 和 采用 下 述 方法 ， 首先 计 算 .1 到 600 
之 闻 能 被 6 整除 的 整数 的 个 数 ， 因 为 每 6 个 连续 整数 肉 ， 一 
定 有 且 只 有 一 个 整数 能 被 6 整除 ， 所 以 1 到 600 之 间 能 被 6 
辊 除 的 整数 的 个 数 为 600 二 6=100， 而 在 1 到 600 之 间 不 能 被 
6 整除 的 整数 的 个 数 就 是 600 一 100=5060。 这 个 例子 中 所 用 
到 的 间接 计算 原理 可 叙述 如 下 ， 如 采集 合 4 是 集合 。 的 -一 个 
子 集合 ， 则 属于 4 的 元 来 的 个 数 ， 等 于 S 的 所 有 元 素 的 个 数 
减 去 属于 S 而 不 属于 4 的 元 素 的 个 数 。 若 我 们 用 记号 4 来 表 
示 属 于 S 而 不 属于 4 的 元 素 的 集合 ， 并 用 记 叶 4 来 表示 4 
的 元 素 的 个 数 ， 那 么 上 述 原 理 还 可 以 写 为 
41= S14 
或 者 是 
4A41= | -14 
下 面 我 们 来 讨论 上 述 原 理 的 重要 推广 ， 并 称 之 为 “ 容 片 
原理 ”， 还 要 举 几 个 例子 来 说 明 这 个 原理 的 运用 。 


» 03 « 
设 S 是 一 个 有 限 元 素 的 集 售 ， 叉 设 P;, P, 是 两 个 不 辐 的 
性 质 。 5 中 的 每 一 个 元 素 可 能 具有 性 质 己 和 虱 质 已 ， 可 能 只 
具有 两 个 性 质 之 一 ， 也 可 能 这 斯 个 性 质 都 不 具有 。 我 们 想 求 
出 ”中 的 既 不 具有 性 质 已 ,又 不 有 具有 性 质 已 :的 元 素 的 个 数 。 首 
先 在 集合 S 的 所 有 元 素 中 ， 去 掉 其 有 性 质 已 ,的 元 素 ， 再 去 指 
具有 性 质 P, 的 元 素 。 请 注意 ， 这 样 计 算 时 , 我 们 把 那些 既 具 
有 性 质 己 ,又 具有 性 质 已 的 元 素 减 掉 了 两 次 , 可 以 还 得 加 上 一 
次 既 具 有 性 质 己 ,又 具有 性 质 己 ; 的 元 素 。 若 令 4 是 > 中 前 县 和 
性 质 己 ,的 所 有 元 素 的 子 集 台 ， 而 令 4, 是 3 中 的 有 具有 人 性质 让; 
的 所 有 元 素 的 子 集合 ,又 令 4 是 ?中 的 不 具 月 性 不 请 的 所 有 
元 素 的 子 集 合 ，4, 是 S$ 中 的 不 具有 性 质 P, 的 所 有 元 素 的 子 
合 ， 则 A Ao《 这 即 是 41 与 4; 的 交集 合 ) 就 是 S$ 中 的 中 
不 具有 性 质 已 ;又 不 具有 性 质 己 :的 元 素 的 子 集合 。 于 是 我 们 
有 下 列 公式 
AiNA, = 1S — 14 ~ A + 1A nA (1) 
更 一 般 ， 假 设 Pl，Pi，…，Dw 是 1t 个 性 质 。 ”中 的 元 
素 可 能 具有 这 些 性 质 的 一 部 分 或 全 部 ， 也 可 能 不 县 有 这 些 性 
质 中 的 任何 一 个 性 质 。 令 4 一 1，2，…，m) 是 ”中 的 子 集 
合 ， 它 的 元 素 具 有 性 质 P;( 也 可 能 同时 具有 其 他 性 质 ); 那 
么 Aifi4; 是 S 中 的 同时 具有 性 质 P; 和 性 质 Py 的 元 圳 的 子 集 
; Ai 站 A4jy 门 4A: 是 S$ 中 的 癌 时 具有 性 质 Pi，Py 和 Ps 的 元 素 
的 子 集合 …。 而 在 S$S 中 的 不 县 有 性 质 P,，P;，…，Pm 中 
的 任何 一 个 性 质 的 元 素 的 子 集 合 是 Ai1 4; A; NN Ano 
定理 1， 我 们 有 


4 
= 一 2 4 ilAinN A ~ AN A;N A 
FC-1)" 4 NA AN N An (2) 
成 立 。 其 中 第 一 个 和 式 取 壳 包含 了 于 区 间 [1，m] 的 所 有 整数 
集合 ; 第 二 个 和 式 取 授 集合 {(i，7); i 寺 j, 且 1, j=]，2， 
1 第 三 个 和 式 取 迪 集 合 4(i，j，R); 1 二 j 夺 Ri， 目 
i 7 R=1, 2, 1 
说 明 ， 当 m4: 一 3 时 ，(2) 式 为 
AimM AN 4 
J 3 
= IS — lAi+ 2 |4.N 4 
1] i i, 1 
二 (—1) 14.° 47 A, 
= IS| 一 (4 十 二 4) 二 (44 
+ IANAN TNAN)- ANANA (3) 
因为 1 十 3 十 3 十 1 二 8、， 所 以 (3) 式 右边 共有 8 项 。 
当 人 一 4 时 ，(2) 汇 为 
IAN AN AN A, 
= |SI 一 (4 二 41 十 dd )+( IANA,l 
十 n+nad+dnd 二 dindi 
十 iA,NMA)— CIA NAN A TD 
+ IAN AN A + |A,N AN A,) 
+ 1A41:n 4.7 A,N A -+ (4) 
因为 1 十 4 十 6 十 4 十 1 二 16， 所 以 (4) 式 有 边 有 16 项 。 
在 一 般 情 况 下 ，(2) 式 右边 的 项 数 是 . 
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OR 


在 证 明定 理 之 前 ， 我 们 先 举 -- 个 例子 来 看 一 下 定理 的 应 
用 。 

例 1， 某 融 中 一 个 班 共有 60 名 学 生 ， 其 中 ，24 个 学 生 嘉 
爱 数学 ，28 个 学 生 喜 爱 物 理 ，26 个 学 生 喜 爱 化 学 ，10 个 学 后 
既 哀 爱 数 学 义 嘉 爱 物理 ， 8 个 学 生 既 喜爱 数学 又 喜爱 化 学 ， 
14 个 学 生 既 喜爱 物理 又 喜爱 化 学 ，6 个 学 生 对 这 三 门 学 科 部 
喜爱 ， 间 有 多 少 个 学 生 对 这 三 门 学 科 都 不 喜爱 ? 

解 ， 设 这 个 班 的 60 个 学 生 所 组 成 的 集合 为 ， 而 其 中 误 
爱 数 学 的 学 生 所 组 成 的 集合 为 4 ， 喜 欢 物理 的 学 生 所 组 成 的 
集合 为 4,， 喜 欢 化 学 的 学 生 所 组 成 的 集合 为 4;, 那么 既 喜 欢 
数学 又 喜欢 物理 的 学 生 所 组 成 的 集合 为 4 介 4,, 既 育 欢 数学 
义 喜 欢 化 学 的 学 生 所 组 成 的 集合 为 4, 0 4,, 既 实 欢 物理 义 次 
欢 化 学 的 学 生 所 组 成 的 集合 为 4.7 A,, 三 门 学 科 都 欢喜 的 学 
所 组 户 的 第 全 为 44 A 

生 所 组 成 的 集合 为 4; "4, 个 4;。 出 (3) 式 ， 我 们 有 
[4.0N A, 0 A 
= |S| —(14 + |4, + 14)+(14,N 4, 
+ |ANAs -i 1A, A )- 1A.N A,N A, 
60 一 (24-+28 十 26) 上 (10 十 8 二 14) 一 6 
一 8 
所 以 有 8 个 学 生 对 这 三 门 学 科 部 不 喜爱 ， 
现在 我 们 再 来 证 明定 理 1 . 


| 
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证 明 ，(2) 式 左边 是 5S 中 的 不 县 有 性 庄 Pi，P;，…， Dn 
中 任何 一 个 性 质 的 元 素 的 个 数 。 因 此 ， 我 们 要 证 明 (2) 式 成 
立 ， 只 舌 去 证 明 一 个 不 具有 性 质 P,，P,，，…，Pw 中 任 何 一 
个 性 质 的 元 素 ， 对 (2) 式 右边 的 页 献 是 1 ; 而 至 少 含有 这 
个 性 质 中 的 一 个 性 质 的 元 素 对 (2) 式 在 边 的 页 献 则 是 0 。 

首先 考虑 S 中 的 一 个 不 具有 这 交合 性 质 中 任何 一 个 性 质 
的 元 素 x， 它 在 3 中， 但 不 在 40=1，2，…，11) 中 ， 所 久 
它 对 (2) 式 右边 贡献 的 数值 是 1 一 0 十 0 一 0 十 … 十 (一 1)m :0:=1 

其 次 考虑 3 中 的 元 索 y， 它 恰好 具有 这 闯 个 性 质 中 的 7 
G <n<sm) 个 性 质 。 它 在 S 中 ,所 以 对 |S| 的 贡献 为 1=( 8) 
它 愉 好 具有 和 个 性 质 ， 记 以 它 是 集合 4 ，4，…，-4m 中 的 
n 个 集合 的 元 素 ， 因 而 它 对 并 Li| 的 贡献 是 4a 一 ( 了)， 又 内 


为 在 个 性 质 中 取出 一 对 性 质 的 方法 有 (和) 个 ， 故 y 是 ( 了 
个 集合 41 人 1 4 中 的 一 个 元 素 ， 所 以 它 对 号 |41n 4; | 的 贡献 
是 (2); 同样 ， 它 对 叶 L4in 4 4 | 的 贡献 是 (2)，…。 
因而 y 对 (2) 式 右边 所 作出 的 贡献 是 
De 
其 中 nsm， 由 于 当 n<p 时 有 (人 i 
C0) tn) 


一 (一 1)7 一 0 
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所以 gy 车 具有 性 质 Pi，P,，…，Pn 中 的 至 少 一 个 性 质 时 ， 
它 对 (2) 式 右边 的 贡献 都 只 能 是 0 。 因 而 本 定理 得 证 。 

推论 ， 在 集合 S 中 的 至 少 具有 性 质 Pl,，P,，…，Pn 中 
的 一 个 性 质 的 元 素 的 个 数 是 

IAIUA,U A UA 
一 2 1A — 2 AN A + NAN A N As 
+ 二 IA NA N AN .NN An (6) 
其 中 和 式 的 取 法 与 (2) 式 中 和 式 的 取 法 一 样 。 

-证明 ， 集合 4 U4U4U…D 4 是 9 中 的 至 少 具 有 性 
质 P，P,，…，Pn 中 的 一 个 性 质 之 元 素 所 组 成 的 子 集合 ， 
所 以 有 

A A A A 
= |S| — |AVAU A Anl 
但 由 集合 论 的 一 个 常用 公式 ， 我 们 人 有 
AiUAU As YY An= A AN Asf 1 An 
故我 们 有 
[AUA A A 
= S| — |ANMA,NA,N.t Anl (7) 
将 (2) 式 代入 (7) 式 ， 即 可 知道 (6) 式 成 立 。 因 而 本 推论 得 
证 。 


N83， 容 斥 原理 的 应 用 
例 2， 请 求 出 1 到 1000 中 不 能 被 5 整除 ， 也 不 能 被 6 或 
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8 整除 的 整数 的 个 数 。 

解 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 引进 一 些 记号 。 对 一 个 实 
数 ， 我 们 令 [ 门 表示 一 个 不 超过 > 的 最 大 整数 ， 回 时 ,我 们 
把 整数 wo，2% 的 最 小 公 倍 数 记 为 忆 oen{fae，p}+， 把 三 个 粘 数 a,0， 
c 的 最 小 公 倍 数 记 为 Lemta，、6，c}，、， 我 们 用 P, 来 表示 一 个 整 
数 能 被 5 整除 的 这 个 性 质 ， 又 用 ,来 表示 一 个 整数 能 被 6 整 
除 的 这 个 性 质 , 我 们 青 用 ;来 表示 -个 整数 能 被 8 整除 的 这 
个 福 质 ， 令 S 是 从 1 到 1000 中 的 所 有 加 数 组 成 的 集合 ， 又 令 
(其 中 i=1，2，3 ) 是 ?中 的 具有 性 质 已 ,的 整数 所 组 成 的 
子 集合 。 我 们 想 找 出 的 就 是 4; 站 4. 介 4, 中 的 整数 的 个 数 。 
首先 ， 我 们 有 


在 集合 411 4; 中 的 整数 是 问 时 能 被 5 和 6 整除 的 , 但 是 一 个 
整数 能 同时 锐 5 和 6 整除 的 充 要 条 件 是 这 个 整数 能 被 5 和 6 
的 最 小 公 倍数 整除 ， 而 5 和 6 的 最 小 公 倍数 是 30， 所 以 集合 
人间 .A4, 中 的 整数 一 定 能 被 30 整 除 ， 故 我 们 有 


1000 
4 4 =| 2 = |= 
0 |=33 


同样 道理 ， 因 为 5 和 8 的 最 小 公信 和 数 是 40，6 和 8 的 景 小 公 


,99 ， 
信和 数 是 24， 所 以 我 们 有 


1000 
AiN A, =| 00 |= 5 
| 1 0 40 2 


[4,0 4; =| |= 
又 因为 5,6,8 的 最 小 公 倍数 是 120， 用 相似 的 办 法 ， 可 以 得 到 
AiN AN A = dE 
所 以 ， 由 定理 1， 我 们 知道 ，1 到 1000 中 的 距 不 能 度 5 整除 
叉 不 能 被 6 或 8 整除 的 整数 的 个 数 为 
AN A,N A 
= S| —(IA|+ 1A + 4 DO 
+ [IAN A + [A 4A) |A4.7 A,N A, 
一 1000 一 (200 十 166 十 125) 二 (33 十 25 十 41) 一 8 
=600 
故 本 例题 得 解 。 
例 3， 如 果 两 个 整数 的 最 大 公办 于 是 1 , 则 称 它 们 是 互 素 
的 。 例 如 ，12 与 49 是 互 素 的 ， 但 是 39 与 111 不 是 互 素 的 ， 这 
是 因为 它们 都 能 被 3 整除 。 我 们 把 小 于 节 而 六 机 不 互 双 的 正 
整数 的 个 数 称 为 欧 拉 函数 中 (xz) 。 例 如 ， 小 于 30 而 与 30 互 素 的 
正 整 数 有 1，7，11，13，17，19，23，29。 (小 于 30 的 其 他 
正 整 数 与 30 都 有 大 于 1 的 公 因 子 ) 所 以 得 到 中 (30)=8 
基站 的 不 同 素数 因子 是 PP，…, Po， 用 4 一 1，2， 
…， mm) 来 表示 从 1 到 的 能 被 已, 整除 的 所 有 整数 组 成 的 集 


" ]00 。 
合 。 现 在 我 们 要 来 计算 W(x)， 这 个 (mn) 也 就 是 集合 {，2; 
…，#} 中 的 不 属于 任 一 个 41(i 二 1，2，…，m) 的 整数 的 个 
数 ， 由 (2) 式 ， 我 们 有 
Dn)=n— 2 A ONAN A ~ IAN AjN An 
二 二 (~1)* IANA.N AN An (8) 
从 1 到 之 间 能 同时 被 索 数 P;，P;，Px 整除 的 整数 的 个 数 


为 请 -p。， 而 这 些 整 数 恰好 是 PiPyPs，2PiPsP， 
3 PiP; Pre, "9 PP Er 由 (8) 式 我 们 有 


DD) = 一 (也 二 六 十 + 二)+( 忆 和 -+ 


请 注意 ， 在 @(n) 中 , 不管 的 素数 因子 Pi; 的 次 数 是 多 少 次 方 
( 但 次 数 >1 ) 时 ， 结论 中 的 (1 一 户 -)(1 一 亡 -)…(1 一 户 -) 
郎 是 一 样 。 例 如 求 四 (30) 和 由 (60)， 则 因为 80 二 2 x 3x5，60 
二 2?X3X5 所 以 我 们 有 


B30)=30(1— 1 )(1- 1 (1— 1 )=8 
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P60) =60(1— 1 -I~ =16, 


姐 果 集合 {1，2，3，…， 夺 的 无 重复 排列 o，a，…，on 
满 放 条 件 aisii=1，2，…，1)， 岂 称 :为 排列 1，2，3， 
8 的 一 个 更 列 。 我 们 使 用 忆 , 来 才 示 集合 {1，2，…， 人 的 
更 列 的 个 数 ， 则 我 们 有 ， 当 n=1 时 ， 根 本 不 存在 有 更 列 ， 故 

=0。 当 ?一 2 时 ， 则 只 有 一 个 更 列 ， 即 为 ?2，1， 故 万 ,=1， 
当 1 一 3 时 ， 更 列 有 : 2，3，1; 3，1; 2。 故 D,==2。 当 nn 二 4 
时， 更 列 有 :，2，1，:41，3; 2，3，141、1; 2，4，1， 3; 3， 
1，4，2; 3, 4, 1, 2; 3，4，2，1: 4, 1,，?, 3; 4， 3， 
1，2 4，3，2，1。 故 有 DD,=9， 

定理 2; 当 #* 三 1 时 ， 我 们 有 


D,=(l + 3 1)" Cn!) (9) 

证 明 : 令 >” 是 由 ，2，3，…，f 的 无 重复 的 排列 的 集 
合 ， 则 集合 3 中 的 元 素 个 数 为 1。 汪 7 =1，2，3，…，1 时 ， 
我 们 令 己 是 一 个 排列 ， 它 使 得 j 的 位 置 不 变 ， 因而 具有 性 质 
P ,的 排列 i，is，…，in 应 是 集合 仁 ，2，…， 直 的 一 个 无 重 
复 的 排列 ， 且 具有 六 =J) 令 A(j= 二 1，2，…，n) 是 S$ 中 的 
具有 性 质 已 ;的 排列 所 组 成 的 子 焦 合 。 和 1，2，…，1 的 一 个 
更 列 就 是 一 个 排列 ， 并 且 不 具有 性 质 二 2 ，…， 中 任 
一 个 性 质 ， 所 以 得 到 {1，2，…，n} 的 所 有 更 列 组 成 的 集合 
应 该 是 A1N 4A,N A 站 … 舍 4A,， 从 而 得 到 D;= |A1 4; [i 4， 
人 i… 们 4s| 。 现 在 我 们 将 利用 定理 1 来 计 算 DD; 的 数值 。 
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由 于 集合 4, 中 所 有 的 排便 应 具有 形式 1， 说 记 i。 

其 中 。i.，…ia 是 集合 {2，3，…, #0} 的 一 个 无 重复 的 排列 . 
因 亲 1,41 二 (rn 一 1)!， 同样 ， 对 于 和 任何 的 7 ， 当 1 过 j 委 8 时 ， 
我 们 都 有 

A = (nC—1)1 
往 集 合 41 站 4, 中 的 排列 应 具有 形式 1!，2，is，ii，…，in， 
其 中 i;，，…，i; 是 {3，4，…，10)》 的 一 个 无 重复 的 排列 
因而 40 4,| =(n 一 2)!。 同 理 ， 当 1 二 i 之 j<<n 时 ,我 们 都 有 

AiN Aj =(n—2)1 
对 于 任 一 个 整数 ， 当 它 满足 条 件 1 志 68 志 n 时 ， 在 4, 站 4,7 
4:0n…n As 中 的 排列 应 具有 形式 1l，2，…，h， ss, is,，， 
x， 其 中 襄 ;1，ix;,，…，in 是 集合 {8 十 1，h 十 2， … ,nn} 
的 一 个 无 重复 的 排列 , 因 击 “4. 门 A 由 … 一 (一 局 
理 , 一 般 来 说 ， 对 于 集合 {1，2,3,…,n} 的 一 个 一 组 合 1， 
jy 谈 应 有 如 下 式 子 。 

Af ai fh A = (nh) 

由 于 集合 {1，2，3，…，n) 的 一 组 合 的 组 数 是 ( 4 )， 故 由 
定理 1 ， 我 们 有 


2 


\ \ ; 
Da=n!1—( nl)!+( 2 (m2)!—( 3 Yn ~ 3)1 


+ 4 (m1) 90 
RR/ 
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-HT 一 十 了 
3 nt 
因而 本 定理 得 证 。 
由 定理 2 ， 经 过 计算 我 们 各 


| 
二 31 /3 二 1 .01 ， 
“\ 31 St 


~—7X6xX53xX4x?+7XxX6x4+6 
-1680 十 168 十 6 
一 1854 


8X7X6xX5x1x2-8xX7x6x4+8x6+1 
二 13440 十 134{-18 -1 
=14833 

我 们 知道 


Cat)! (errr 


了 0 : < i . 
1 (8 十 1)， 
由 上 面 的 计算 我 们 知道 


D, — 0 1 < 1 _ 加 
1 1 8 40320 


所 以 说 ， 当 很 大 时 、 二 "很 接近 e 1! 


?2 : 
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$4. 更 列 


假如 有 个 孩子 。 每 天 这 2 个 孩子 都 要 排 成 一 列队 出 去 
散步 ， 其 中 际 了 排 在 最 前 面 的 那 一 个 孩子 以 外 ， 其 全 网 孩 子 
一 定 是 一 个 跟着 一 个 排 成 一 个 列队 。 孩 子 们 不 愿意 每 天 排 在 
自己 前 面 的 总 是 同一 个 人 人， 他们 和 希望 每 天 部 要 改变 一 下 排 芷 
自己 前 面 的 那个 人 。 有 多 少 种 消 法 能 够 按照 孩子 们 的 愿望 来 
改变 排列 的 位 置 呢 ? 我 们 把 这 个 问题 抽象 成 为 一 个 数学 问题 ， 
了 电 就 是 说 ， 给 定 一 个 正 整 数 x， 令 QQ; 表 示人 入 ，2,… ,10} 中 的 
这 样 一 类 排列 所 组 成 的 集合 的 元 素 个 数 ， 即 这 一 炎 排 列 中 不 
允许 出 现 12，23，…，(n 一 1)7n 的 这 种 情况 ， 也 束 是 ， 当 对 
任意 的 j 满足 1 三 j 志 % 一 1 这 个 条 件 的 时 候 ， 排 列 中 处 处 都 不 
允许 出 现 有 j(j 十 1) 的 这 种 情况 。 现 在 我 们 来 计算 Qn 的 数 
值 。 / 

当 n 二 1 有 时， 我 们 定义 为 
: 局 一 
n=2 上 时， 只 有 21 这 样 一 个 排列 满足 所 要求 的 条 件 ， 羽 
我 们 有 
Q,=1 

当 n 二 3 时 ， 满 足 所 要 求 条 件 的 排列 有 ;，132，213,321， 

所 以 我 们 有 
: GO 一 3 
当 n 二 4 了 时， 满足 所 要 求 条 件 的 排 别 有 :， 1324， 1132， 


mr 
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21143, 2413, 2431, 3142,，3214, 3241, 41.. 414213.4321， 
所以 和 有 
Q,=11 


一 般 地 ， 我 们 有 下 面 的 定理 
定理 3， ”为 个 正 整数 时 ， 则 我 们 有 


QI -DI+tl "1 )(n—2) 
一 让 ， 
-tt (I 


证 明 :， 我 们 使 用 3 来 表 记 出 全 ，2，… 纱 中 的 所 有 1 个 
排列 所 构成 的 集合 ， 显 然 有 | =n!1。 义 令 Pj;( 其 中 j=1， 
2，…，# 一 1 ) 来 表示 在 排列 中 具有 ;77 二 1) 的 形式 这 一 种 性 
奈 ， 因 而 当 县 仅 当 4 ，2，…， 人 ?中 的 一 个 排列 同时 不 其 有 
P,，P,，…，Pr-1 这 nn 一 1 个 性 质 中 任何 一 个 性 质 时 , 这 个 排 
列 就 被 当 作为 1 而 算 在 Q; 中 ， 即 是 说 它 对 Q;, 的 贡献 为 1 , 否 
则 ， 它 对 Q; 的 贡献 就 是 90。 此 我 们 再 令 4; ( 其 中 j=1，2， 
一 1 ) 为 1，2，…， 计 中 有 具有 性 质 忆 (也 可 能 同时 还 
具有 其 他 性 质 ) 的 排列 所 构成 的 集合 ， 则 我 们 有 

Qs= AN A fh A (19) 

我 们 首先 来 计算 在 A 中 排列 的 个 数 。 我 们 知道 ， 当 和 且 仅 
当 S 中 的 -一 个 排列 出 现 有 12 的 形式 时 , 这 个 排列 才 属 于 A,， 
因而 4 中 的 一 个 排列 也 可 以 被 看 为 是 {12，3，4，…,n} 这 

一 1 个 元 素 所 构成 的 集合 中 的 一 个 排列 ， 所 以 我 们 有 

4 = 人 一 1)1 
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使 用 同样 的 方法 ， 当 了 一 2. 3，…，n 一 1 上 时， 我 们 都 有 
4 =(n~ 1)1 
现在 我 们 再 来 计算 4 ”4 中 排列 的 个 数 。 当 且 仅 当 --~ 个 
排列 中 园 时 出 现 12 和 23 这 两 种 情况 时 ， 这 仿 排 列 才 能 算是 
4 们 4 中 的 一 个 元 素 ， 轩 而 也 可 以 把 4 人 4, 中 的 一 个 排列 
看 为 是 4123，4，5,，…，?} 中 的 一 个 排列 。 由 于 {123，4,5， 
…， 针 是 由 2 一 2 个 元 素 所 组 成 的 ， 所 以 我 们 有 
4 人 4 =(n—2)1 
再 来 考虑 4,f 4 中 的 排列 的 个 数 。 当 且 仅 当 一 个 排列 中 
同时 出 现 12 和 34 这 两 种 情况 时 . 这 个 排列 放 能 算是 4 0 4, 中 
的 一 个 元 迪 , 因 而 和 44, 但 4; 中 的 一 个 排列 也 可 以 被 看 为 是 {12， 
34，5，6, 下 中 的 一 个 排列 ， 由 于 1 12，34， 5， 6， 
…，7} 中 有 nn 一 2 个 元 素 ， 所 以 得 到 
Aif} A;l =(n—2)1 
使 用 同样 办 法 ， 可 以 知道 4 中 4;( 其 中 ，i 硅 7， 而 i，j 
=]，2，*"，7 一 1 ) 中 排列 的 个 数 为 
AiN Aj =(n 2)1 
更 一 般 地 , 令 放 ,ii,…,im( 其 中 1 三 m 万 n 一 1 ) 是 {1,2， 
…，7} 中 的 m 个 元 素 所 构成 的 -个 组 合 时 ， 则 我 们 有 
[Ai AN Ai Ainl = 1)! 
当 妆 二 1，2，…，? 一 1 时， 我 们 知道 ， 从 和，2，…*"， 
”一 1} 中 取出 加 个 元 素来 进行 组 合 的 方法 有 (”” ) 神 ， 因 而 
使 用 容 斥 原理 ， 我 们 有 
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(0, A (1 A, fi “"? | An | 
SI TAI ET IANAN -TANA NA 


Ft Dn A NAN NA + 
十 (一 1) 一 IA, 入 A, 人 有 .4 


=n1 ("7 (nl) + ?3 (nm2)! 
— ("3 nm—3) 1 —1 )" (nm)! 


tt 1) "(1 


所 以 本 定理 得 证 。 
利用 定理 3 ， 经 过 计算 ， 我 们 有 


一 51 一 4.41 十 6:31 一 4.21 十 1 
=53 
定理 4， 当 ?之 2 时 ， 则 我 们 有 
Q, = D+- Dar- 
证 明 ， 当 1 万 m 记 n 一 1 时 ， 由 于 


所 一 1 —— nn)! | — 
( jy ja 7 ) ! FT m1! 


(nn—1)1(n—m) 
m! 


故 由 定理 3， 我 们 有 
Qn =nt -人 (了 TD + 人 2) 一 2)1 


/1 


_/n—1\ 
“ :nO i.  。 1 ” 
CE TE epDoo 
\ 
本 好 


jn ~ 1)1 


-二 (一 11 开 一 
一 1 


一 - (一 ?1! (n—1) (一 1 一 2) 


[1! 
民 ! 


_ (nn--1)!1(n—3) 
31 mtn 1)!(n in) 
?1 上 


1 yiC8 一 | ) ! (下 一 7 十 二 ) 


十 …' 二 (人 
(nl) 


= (n—1) | i 
; 一 (1) EH 


‘ 
fi 


十 中 十 (一 1)”*-! 加 | 
v -1 (11) 
= 1 7 7 
由 j mn 一 1 有 |， 我 从 | 有 


| (一 1)1 
将 (12) 代 入 (11) 式 中 ， 则 我 们 有 : 


Qs = (no— 1)!|n— n ,| 4 1 1 1 
117 0 ,一 了 一 十 


十 (一 1)7 普 -一 二 ff 汉 | 
1 1) 


1 it 一 | ， ， 
二 和 no 


| | 
(nC—1)': ,J 


1)" 


(n—1) 


_ l \ 
. ty) 
二 (1 —- 2)1 \ ) Cniyr/ 


在 运用 抽 必 原则 和 容 环 床 理 时 经常 相 用 到 下 而 几 个 概 
仿 ， 凤 完全 剩余 系 、 简 化 剩余 系 及 网 拉 阴 数 、 麦 比 乌 斯 册 数 
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等 ， 因 而 在 本 节 中 将 对 这 些 概念 给 予 详细 的 叙述 
设 a.，b 是 任意 两 个 整数 ，m 是 一 个 正 获 数 . 如 果 存 在 
个 整数 7 ， 使 得 a 一 b=mg 成 立 ， 我 们 就 说 a, 5 对 模 吉 回信 ， 
记 作 4 三 b(modm)。 
定理 5， 如 果 a,p，c 是 任意 三 个 整数 ,mm 是 一 个 正 整 数 ， 
则 当 g 三 6(modm)，b 汪 c(modrt) 上 成 六 时 ， 有 
a 二 c( modm) 
证 明 ， 由 a 一 b=1n9;，6b6 一 c==m9g;， 其 中 41,，9s 是 两 个 蜂 
数 ， 得 到 a 一 6 十 b 一 c= 二 magi 十 rq9:.， 苍 有 有 
a—Cc=1h(9; 二 7.) 
其 中 qi 二 dg 是 一 个 整数 ， 因 而 本 定理 成 立 。 
定理 6:， 如 困 o，8，c 是 任意 三 个 整 阁 ,由 中 一 个 正 整 疯 
壬 (mm，c) 一 1， 网 当 ac 关 pctmodz 时 ， 我 们 有 
a 二 b (modm)., 
证 明 ， 由 于 c(a 一 06)=ac 一 bc 二 mg， 其 中 9 是 -一 个 整数 ， 
又 因为 (5，c)=1， 所 以 我 们 有 o 一 2=mgl， 而 其 中 9: 是 -一 
个 整数 ， 故 本 定理 成 立 。 
定理 7， 如 果 a，b 是 任意 两 个 整数 ， 击 t!,n 是 两 个 正 下 
数 ， 则 当 a 三 b(modm) 时 ， 有 
a* 三 b(niodrn) 
证 明 ， 由 a 一 6 二 mq， 其 中 9 是 一 个 束 获 ， 我 们 有 
Of== (b+mag)r=0"4 二 (mg ) "=0° + my 
其 中 gi 是 一 个 整数 。 攻 有 a"--2" = 二 mg;， 艺 


a =br( modin)., 
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我 们 把 0，1 叫 作 模 2 的 不 为 负 最 小 完全 剩余 系 。 我 们 把 
所 有 侦 整 数 ( 即 2 形状 的 所 有 整数 ， 其 中 mx=0， 土 1， 土 2， 
… ) 划 成 一 类 ， 把 所 有 奇 整数 ( 即 24-1 形 状 的 所 有 整数 ， 
其 中 4 二 0， 圭 1， 土 2，… ) 划 成 一 类 。 这 样 我 们 就 把 全 体 整 
数 分 成 为 两 类 , 即 偶 整 数 类 和 奇 整数 类 .从 偶 整 数 类 中 任意 取 
出 一 个 整数 cl， 从 奇 整数 类 中 任意 取出 一 个 整数 ac:。 我 们 把 
ca: 叫 作 模 2 的 一 个 完全 剩余 系 。 例 如 0，3 是 模 2 的 一 个 
客 全 剩余 系 ， 而 1，6 也 是 模 2 的 一 个 完全 剩余 系 。 如 果 as 是 
一 个 奇 整数 而 a: 是 一 个 偶 整 数 〈 或 a; 是 一 个 偶 整 数 而 a 是 一 
个 篆 整 数 ) ， 则 as ，a: 是 模 2 的 一 个 完全 剩余 系 。 所 以 说 模 
2 的 完全 剩余 系 的 个 数 有 无 限 多 个 。 

设 妈 是 一 个 大 于 2 的 整数 ， 我 们 把 0，1，…， 关 一 1 叫 作 
模 和 的 不 为 负 最 小 的 完全 剩余 系 。 我 们 把 能 被 办 整 除 的 所 有 
整数 〈 即 ?zz 形状 的 所 有 整 笋 ， 其 中 =0， 土 1， 土 2，… ) 划 
成 一 类 ， 把 被 mn 除 后 ， 余 数 是 1 的 所 有 整数 ( 即 mz 十 1 形状 
的 所 有 整数 ， 其 中 n= 二 0， 二 1， 二 2，… ) 划 成 一 类 ;…， 把 
被 m 除 后 ， 余 数 是 mm 一 1 的 所 有 整数 ( 即 mn 十 m 一 1 形状 的 所 
有 整数 ， 其 中 nn 二 0， 土 1， 圭 2,，…: ) 划 成 一 类 ， 这 样 我 们 就 
把 全 体 整 数 分 成 为 m 类 。 如 果 从 每 一 类 当中 各 取出 一 个 整 
数 ， 则 这 m 个 整数 就 叫做 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 。 

例 4， 求证 一 10， 一 6， 一 1，2，10，12,，'14 是 模 7 的 
一 个 完全 剩余 系 。 : 

证 明 ;， 由 于 --10 二 4(mod7)，--6 三 1(mod7),， 一 t 寺 
6C(mod7), 2 三 2(mod7)，10 三 3(mod7)，12 三 5( mod7)， 


。113 。 
14s0(mod7)， 而 4，1，6，2，、3，5，0 和 0，1，2，3，4， 
5，6 只 是 在 次 序 上 有 不 同 ， 上 由 -10， 一 6， 一 1，2，10，12， 
是 村 7 的 一 个 庆生 和 作 呈 

例 5， 求 证 6，9，12，15. 18，21，24，27 是 模 8 的 一 
个 完全 剩余 系 。 

证 明 ， 岂 十 6 三 6(mod8)，9= 三 1(Cmod8),12=4(mod8)， 
15 尘 7(mod8),18=2(mod8),?1=5(mod8).24 三 0(1mod8)., 
27 二 3(mod8)， 而 6，1，:，7，2，5，0，3 和 0，、，1，2，3， 
4，5，6，7 只 是 在 次 序 上 有 不 半 ， 故 6，9， 15，18 ,21， 
24，27 是 模 8 的 一 个 完全 剩余 系 。 

定理 8， 设 由 是 一 个 大 于 1 的 整数 ，w，dus，…，anm 是 
模 m 的 一 个 完全 剩余 系 。 如 在 4d;，a;:、…。danm 中 任 取 出 两 个 
整数 ， 则 这 两 个 整数 对 模 mn 息 个 问 余 的 . 

证 明 ， 以 mr 为 模 ， 则 任何 一个 整数 一 定 和 下 烈 m 个 整数 

0,，1, ,7 一 1 
之 一 同 余 。 令 ri( 其 中 i=1，2，…，m ) 是 一 个 整数 ， 满足 
条 件 
dri(modm), Or 人 ml (13) 
则 我 们 有 
qa; 三 ri (modm), a, 二 r. (modm), ,an 宇 rm( modm) (14) 
其 中 0 志 F 过 m 一 1，0 志 rr, 和 1 一 1，…，0 志 rn 二 mm 一 1。 出 于 
cj，a，…，amn 是 模 由 的 一 个 完全 剩余 系 ， 所 以 rra，…， 
rm 和 0，1，…，m 一 1 只 是 在 次 序 上 可 能 有 不 同 。 由 于 在 0， 
1，…，m 一 1 中 ， 任 取出 两 个 整数 ， 这 两 个 整数 对 模 m 是 不 
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同 余 的 ， 质 以 在 r,，7r:，…，ra 中 任 取出 两 个 整数 ， 这 两 个 
整数 对 模 刀 是 不 同 余 的 。 帮 出 (14) 式 知 和 过， 在 go ，a:， …， 
am 中 任 取 出 两 个 整数 ， 则 这 两 个 整数 对 模 m 是 不 同 余 的 。 
定理 9， 设 m 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 而 ai，as，…， aa 
息 负 个 整数 ， 义 设 在 a1/，a;，…，an 中 任 取出 两 个 整数 时 ， 
这 两 个 整数 对 模 % 是 不 同 余 的 ， 则 a1/，a:，…，am 是 模 mn 的 
一 个 完全 剩余 系 。 
证 明 ， 以 m 为 模 ， 则 任何 一 个 整数 一 定 和 下 列 m 个 整数 
0, 1, .11 
之 一 问 余 。 令 ri( 其 中 i 一 1，2，…:，mm ) 是 一 个 整数 ， 满足 


条 件 
Giri(modm),. 0&ri 人 em~1 
则 我 们 有 
a 二 ri(modm), a,=r,(modm), ,an=rm(modm) (15) 
其 中 


Or 一 1l,， 0<r nl,， 0 过 六 nm 入 人 一 于 。 
由 于 (15) 式 和 假设 在 a1，a;，…，am 中 任 取出 两 个 整数 村 ， 
这 两 个 吾 数 对 模 m 不 同 余 ， 所 以 当 我 们 在 r1，?,，…，rm 中 
任 取 出 两 个 整数 时 ， 这 两 个 整数 对 模 关 不同 余 。 所 以 rra， 
和 0，1，…，f 一 只 征 在 次 序 上 可 能 有 有 不同， 期 避 ， 
中 …，dn 是 模 有 的 一 个 完全 剩余 系 。 

定理 10， 设 m 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 而 Ql，42，'*…*，an 
是 模 刀 的 一 个 完全 剩余 系 ， 则 当 忆 是 一 个 整数 时， ai 十 D， 
0 十 D，…，Gm 十 b 也 是 模 刀 的 一 个 完全 剩余 系 。 
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证 明 ， 设 在 a bp，a; 二 5，…，om 收 b 中 存在 两 个 整数 
Qk 十 0，ai 十 0《 其 中 1 过 名 im )， 合 得 
ag + ba,+b( modnm) (16) 
成 立 。 我 们 又 有 
| b=b( modin) (17) 
由 (16) 式 减 去 (17) 式 ， 得 到 
dx a;(modin) 
由 定理 8 和 ai，o，…，dn" 是 模 严 的 一 个 完全 剩余 系 ， 知 道 
(16) 式 是 不 可 能 成 立 的 。 所 以 在 ol 十 B，as 十 0D，…， am 二 0 
中 任 取 出 两 个 整数 时 ， 这 两 个 乏 数 对 模 m 不 同 余 ， 而 由 定理 
9 淹 道 4) 十 b，a, 十 b， me 是 模 严 的 一 个 宪 全 剩余 系 。 
定理 11:; 设 亚 是 一 个 大 证 工 的 整数 ，、 2 是 一 个 整数 是 汪 
下 条 件 (2，m) = 二 1。 如 果 ay，0.，…，awn 是 模 mm 的 一 个 完全 
a 则 Da ，。ba.，…,bon 也 是 模 m 的 - -个 完全 剩余 系 。 
: 设 在 ba;，bBa,，….、 bam 中 存在 两 个 整数 bat, ba， 
i IK ) ， 使 得 
Dar be,{ modm) (18) 
成 立 ， 财 由 (6，m) =1 和 定理 6 我 们 有 
ar 二 a;( mt din) 
由 定理 8 和 oj，c:，…，can 星 模 记 的 一 个 完全 剩余 系 ， 知 道 
(18) 式 是 不 可 能 成 立 的 。 所 以 在 bc:，bo，…，ban 中 任 取 
出 两 个 整数 时 ， 这 两 个 整数 对 模 产 不 同 余 ， 而 由 定理 9 知道 
50i，00，…，pDon 是 模 六 的 个 完全 剩余 系 。 
定理 12， 设 m 是 一 个 大 了 1 的 遇 数 ， 向 2?，cC 吓 两 个 任意 


* 116。 


的 整数 但 满足 条 件 (b，m) =1、 如 果 a，a，…， am 是 模 m 
的 一 个 完全 剩余 系 ， 则 ba 十 c，ba 十 c，…，ban 十 c 也 是 模 
让 的 一 个 完全 剩余 系 。 

证 明 : 由 于 0 ，c:、…，dam 是 模 知 的 一 个 完全 剩余 系 ， 
从 定理 11 和 (565，m) =1 知 道 2a，ba，…，ban 也 是 模 姑 的 一 
个 完全 剩余 系 。 由 于 bai，ba:，…，ban 是 模 m% 的 一 个 完全 
剩余 系 ， 从 定理 10 和 c 此 一 个 名 通 bo + pa: 十 c，，…， 
bar 十 c 也 是 模 普 的 一 个 完全 一 余 系 。 

例 6; 使 用 定理 12 来 证明 鲍 5 中 的 结果 。 

证 明 ， 在 定理 12 中 取 1n==8,，b=3,，c 二 6，ai 二 i 一 1( 其 
中 1 近 ; 委 8 ) 。 由 于 0，1，2，3、4，5，6，7 是 模 8 的 一 个 
完全 剩余 系 ， 并 且 pa; 十 c 王 6， pa 十 c 王 9 ， pas 十 c 一 12 ， 
bast+c=15, bast+c=18, bas-tc=21,ba,+c=24, Das 十 C 
二 27 ， 故 出 定理 12 知 道 6，9、12，15，18，21，24， 27 是 
模 8 的 一 个 完全 剩余 系 。 

定理 13: 如 果 n 是 一 个 大 于 1 的 整数 而 4g，65 是 任意 的 两 
个 整数 ， 使 得 

ob (modm) 
成 立 ， 则 有 (a，nD) = 二 (56。m) 

证 明 ， 由 4 三 5(modP) 但 到 0 二 5--mt， 其 中 二 是 一 个 整 
数 ， 故 有 (02，m) | a。 愉 由 (CD，m) | m 得 到 (6，m) | (a ,m1)。 
由 5 二 a 一 mt 有 (a，m) | 65。 又 由 (a，m) | mx 得 到 (a,1m ) | (0， 
mm)。 走 由 (6，m) | (989，2) 和 (aq，m) | (56，m) 得 到 (Gg，m) = 
(b, m),。 
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定义 1， 我 们 用 g(x) 来 表 术 不 大 nt 而 和 mr 互 雪 的 下 

整数 的 个 数 。 我 们 把 gy(mp) 虹 做 网 拉 (tuler) 通 数 。 

因为 无 论 4 是 什么 整数 ， 我 们 都 有 (n，1)=1， 所 以 1 
各 任何 正 整 数 都 是 束 紊 的。 我 们 又 有 wg(1)=1。 

定理 14， 设 1 是 一 个 正 整 数 ，p 是 一 个 素数 ， 则 我 们 有 

pp)=p (pp—1), 

证 明 :， 由 于 1，2, ,Pp 一 1 中 的 任何 一 个 整数 都 是 和 
互 素 的 ， 故 有 gg(p)==p~1。1 二 1 时 有 pi! 二 如 三 1， 因而 
当 1 二 1 时 本 定理 成 立 。 现 设 1`1， 不 大 于 4 而 和 4 互 素 的 正 
整数 是 1，3， 共 有 2 个 ， 旗 有 8904) 一 2。 不 大 于 8 而 和 8 开 
素 的 正 整数 是 1，3， | 不 大 
于 9 而 和 9 互 素 的 正 整数 是 1，2，4，5，7，8 共 有 6 个 ; 故 
有 9p(9)= 一 6。 而 满足 条 件 六 >1 太 因 委 9 的 大 只 有 4，8， ,这 二 个 
数 ， 并 且 w (22) ==g (4) =2=2271(2 一 1)，0(23) 一 0(8)-=4 
一 23-1(2 一 1)，0(32) 一 0(9) 一 6 一 32-1(03 一 1), 故 当 达 1 而 轧 
一 9 时 本 定理 成 立 。 现 设 ! 一 1 面包 关 10。 在 不 大 于 如 的 正 整 妆 
中 〔〈 共 有 2 :个 正 整数 ， 即 ) 
8 力 ，2 力 ，3 力 ，…， 力 ”四 

是 pp 的 倍数， 而 其 余 的 不 大 于 p! 的 正 怠 数 部 是 和 pbp 互 索 的 。 
又 不 大 于 的 正 整 数 共 有 p! 个 ， 而 其 中 是 bp 的 倍数 的 正 整 多 
有 p'! 个 ， 故 不 大 十 p! 而 和 p! 瑟 素 的 正 整 数 的 个 数 是 p'! 一 
p' ,Bb 
pp)=p -pr =p (pp-1), 
由 定理 14 得 到 yw(2)==1，y(3)==2，g(4)==2,9(5)==4， 
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7)==6, 9068)=4, gq(0)=6, gl(11)=10,，q(13)=12, 
p16)=8, (9)(17)=16, go(19)=18, 
如 果 m 是 一 个 大 于 1 的 束 数 ， 册 定义 1 知道 不 大 于 m 而 
各 m 互 素 的 正 整 数 有 ww00) 个 。 现 设 1" 4; 开 … 之 ap (my 是 不 大 
于 各 而 和 闫 互 吉 的 全 体 正 整数 。 我 们 把 被 妈 除 后 ， 余 数 是 1 
的 所 有 整数 ( 即 z2-F1 形状 的 所 有 整数 ， 其 中 n= 0， 土 1， 
二 2，… ) 划 成 一 类 ， 把 被 喜 除 后 ,余数 是 a, 的 所 有 整数 (如 
7i 十 如 形状 的 所 有 整数 ， 基 中 二 0， 工 1， 圭 2，… ) 划 成 一 
辩 ;…， 把 被 nn 除 后 、 余 数 是 aocny 的 所 有 整数 ( 即 mn 十 
av(m) 形 状 的 所 有 整数 ， 其 中 i 一 0， 土 t， 土 2， )) 划 成 一 
类 。 以 mx 为 模 ， 则 任何 一 个 珊 数 一 定 和 下 列 太 个 整数 
0, 1, .mm—1 
之 一 同 余 ， 册 定理 13 知 道 ， 如 果 a 和 258 对 于 模 mr 同 余 ， 则 由 
(CC，7) 一 1 可 得 到 (pp，2) = 二 1。 因 而 以 7% 为 模 ， 任 和 何 一 个 各 
m 互 素 的 整数 一 定 和 下 列 g(?) 个 整数 
1，QG ‘'*, dyim) 

之 一 同 余 。 故 按照 前 面 分 类 的 方法 ， 我 们 就 把 全 体 和 m 互 素 
的 整数 分 成 为 P(m) 类 。 从 每 一 类 当中 各 取出 一 个 整数 , 则 这 
gp(m) 个 整数 就 叫做 以 为 模 的 一 个 简化 剩余 系 。 

例 7， 求 证 4，8，16，28，32，44，52，56 是 模 15 的 一 
个 简化 剩余 系 。 
证 明 ， 电 于 小 于 15 而 和 15 互 素 的 正 整数 共有 8 个， 
1，2，4，7，8，11，13，14 
我 们 有 4 二 4Cmco6d15)， 38 于 8(modi5)，16 圭 1(mod1i5)，28 
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二 13(mcdl5)，32 一 20niodl13)， 44 


L 


144(mod15)， 52 = 
7(mod15), S56 11(mod13). 
由 于 4，8，1，13，2，14，?7，11 和 1，2，4，7，8，11,13， 
4 只 是 在 次 序 上 不 同 ， 所 以 1，8，16，28，32，44，52，56 
是 模 15 的 一 个 简化 翻 余 系 。 
定理 15， 设 和 是 一 个 大 于 1 的 整数 ，b1，6b;，…bpcm) 是 - 
局 mm 的 一 个 简化 剩余 系 。 如 在 6,，5;,，…，bscmy 中 任 取出 两 
个 整数 ， 则 这 两 个 整数 对 模 m% 是 不 同 余 的 。 如 在 b1，5 
boim) 中 任 到 出 一 个 整数 ， 则 这 个 整数 是 和 1 互 素 的 。 
证 明 ， 设 1<a, 二 …<aqyii, 是 不 大 主妇 而 和 人 瑟 素 的 全 
体 正 整数 。 令 ri( 其 中 i 二 1，?，…。g(71) ) 是 一 个 整数 ， 
满足 条 件 


六 得 “ 


bi=ri(modm), Or yp, -1 

则 我 们 有 
b=r.(modm), b,=r,{(nNnod,,, 
bo nm) Ero mm (mod?r) (19) 
其 中 0 三 7 太一 1，037, 和 一 ]， 0 之 roe) 之 MM 一 1。 巾 
于 01，6bs，…，bsty 是 模 扩 且 一 个 简化 出 您 了 条， 所 以 r;，7,， 
和 和 1G， apim; 只 是 在 次 序 上 可 能 有 不 同 。 由 
于 在 1，a.， 3 Grim; 中 许 取 出 两 个 整理 上 时， 这 两 个 整数 对 
模 坟 是 不 国 余 的 ,所 以 在 ri,r;，… roum) 中 任 取 两 个 整数 时 ， 
这 两 个 整数 对 模 妈 是 不 同 余 的 ， 故 出 (19) 式 知道 ， 在 Di，bz， 
by) 中 任 取出 两 个 整数 . 省 这 两 个 常数 对 模 加 是 不 同 全 
由 于 在 1，4，…， an 中 ， 任 取出 一 个 整数 时 ， 这 个 
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整数 和 m 是 互 素 的 。 故 由 (013) 式 和 定理 13 知 道 ， 在 b，3，， 
by 中 和 任 到 出 -一 个 整数 时 , 网 这 个 整数 是 和 六 互 素 的 。 

定理 16:， 设 入 是 一 个 大 于 1 的 整数 ，04，bB;，…*，beim， 
是 (1) 个 和 m 互 素 的 整数 。 又 没 在 6,，8,，…:，bspin) 中 任 
取出 两 个 整数 时 ， 这 两 个 整数 对 模 m 是 不 同 余 的 , 则 bb 
bv 是 模 mw 的 一 个 简化 镜 余 系 。 

证 明 ， 设 1<a, pirry 是 不 大 于 培 而 和 2 瑟 案 的 个 
体 正 整数 。 令 ri ( 其 中 i 站}1，2，…，v(m) ) 是 一 个 整数 ， 
满足 条 件 

bi=ri(modmn), 0<r < 人 
出 我 们 有 
bri(modm), b.r,(modm), ,i, 
hoeimy rm Nod) (20) 

其 中 0 委 六 和 过 放 一 1，0 科 六 共有 一 1，…，0 所 ro 和 1 一 1。 册 
于 在 Di，0，…，Dron) 中 ， 任 取出 -一 个 整数 时 ， 这 个 整数 和 
m 是 互 素 的 ， 故 由 (20) 式 和 定理 13 知道 ， 在 71，r;，…， 
ro*tm) 中 任 取 出 一 个 整数 时 ， 这 个 整数 是 和 畏 互 素 的 。 由 于 在 
中 ，p，…，bnptom) 中 任 取 出 两 个 整数 时 ， 这 两 个 整数 对 模 入 
是 不 同 余 的 ， 放 由 (20) 式 知道 ， 在 ，r，…，rotm) 中 任 取 
出 两 个 整数 时 ， 则 这 两 个 整数 对 模 m 是 不 同 余 的 。 因 而 7j， 
r2，…，7otm) 和 1，G， arton) 只 是 在 次 序 上 可 能 有 不 辣 ， 
于 2 ，pD，…，borim) 古 模 由 的 一 个 简化 剩余 系 。 

定理 17， 设 mm 是 一 个 大 于 1 的 整数 ，a 是 一 个 整数 且 满 
足 条 件 (6，70 一 1。 如 果 5，5，…，aein') 是 模 信 的 - :个 简 


化 剩余 系 ， 则 
abi, aby, “=*, QDy.m) 
也 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 。 

证 明 ， 由 于 定理 15 和 61，05.，…，bsinrwj 是 模 m 的 一 个 简 
化 镜 余 系 ， 我 们 知道 在 61/，0;,、，…，bsoinw)y 中 任 取出 一 个 整数 
时 ， 则 这 个 整数 和 mw 是 互 素 的 。 由 于 (a，m)= 二 1， 我们 知道 
在 abi，96;，…，absoim) 中 任 取 出 一 个 整数 时 ， 则 这 个 整数 
租 m 是 互 素 的 。 设 在 ab!，ab;、…，abein) 中 存在 两 个 整数 
xp 和，ab (其 中 1 委 R<< 4 和 Oo(m) ) 使 得 


abr =ab,( modm) / (21) 
成 立 。 由 (《a， m) 二 1、 (21) 式 和 定理 0 9 我 们 有 
二 b ,( modm) (22) 


由 寺 定 理 15 和 51，6;，…，bwinj 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 ， 
故 在 pb ，5b，…，brow ,中 任 取出 两 个 整数 时 ， 这 两 个 整数 对 
模 m 是 不 同 余 的 , 故 (22) 式 不 成 立 ,。 从 而 (21) 式 不 成 立 。 因 而 
在 a51，a5;，…，abypcm) 中 任 取 出 两 个 整数 时 ， 则 这 两 个 束 
数 对 模 m 是 不 辣 余 的 。 由 定理 16 及 在 ab,.，ab,，…， abp(m) 
中 任 取出 一 个 整数 时 ， 这 个 整数 和 m 是 互 索 的， 得 到 ap 
db,，…，aboimj 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 。 

定义 2， 麦 比 乌 斯 (M6bius) 函 数 u(n) 是 一 个 数论 函数 ， 
它 的 定义 是 这 样 的 ， 

1 n= 1 

1) 当 % 是 7 个 不 同 的 素数 条 积 时 ， 
\ 0 当 n 能 修一 个 素 才 的 平方 除 尽 时 ; 


4(1)=1, 2)=—1, HN(3)=—-1, 14(4)=0, 
HH(5) 二 一 1 4(6)=1， HN(7) 二 一 1]， HH8) 一 0， 
900, A(10)=1. 4(11)=~1, 1(12)=0, 
(13)=~1, 1(14)=1, 
义 当 是 一 个 素数 时 ， 则 有 ww(p) 二 一 1。 
定理 18: 如 果 m，# 古 两 个 正 整 数 而 (rn)=1， 则 我 们 有 
HOC) =: TCD) Ln), 
证 明 ， 如 果 mm 或 nn 能 俱 一 个 素数 的 平方 除 尽 , 则 mn 也 能 
外 被 这 个 崇 并 的 平方 除 尽 ， 故 得 到 
um) =0= Hm) (nn) 
如 果 任 何 一 个 素数 的 平方 都 不 能 除 尽 m， 也 不 能 除 尽 
81 ， 则 由 于 Gm，2) = 二] 而 得 到 任何 一 个 素数 的 平方 都 不 能 够 
除 尽 mn。 设 mn 有 a 个 不 辐 的 素 因 数 ,， 而 证 有 8 个 不 同 的 素 因 
数 ， 则 由 于 (2，9) 王 1， 知 道 me 有 a 十 5 个 不 同 的 素 因 数 。 故 
得 到 
HOC) 一 (一 1)5 2 二 (一 1)4( 一 1 一 人 (CO 夫 ) 9)。 
定理 19， 我 们 有 
加 ( 51， :4 一 1 时 
> HA(d) =、 
( no， 当 fn 宇 1 里 


证 明 ， 当 n==1 时 ， 则 由 于 oj 4(d)=p(D=1, 故 本 定理 


|n 
有 戌 立 。 
现 设 ? 关 2 是 一 个 整数 。 当 二 是 一 个 正 整 数 而 ma | 时， 我 
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们 使 用 记号 于 来 表示 一 个 和 式 ， 和 式 中 的 d 经 过 所 有 能 名 
人 彼 m 除 尽 的 n 的 因数 ,特别 当 m 二 1 时 , 则 和 相同 和。 现 设 
p 是 一 个 素数 ， 则 我 们 有 


S ud)=1+i(p)=1—1=0 (23) 
dlp 
现 设 D,，…，b 是 | 个 不 后 的 素数 ， 我 们 首先 来 证 明 
», u(d)=0 (24) 
d pi pp 


成 立 。 当 (=1 时 ， 册 (23) 式 知道 (24) 式 成 立 ， 现 在 设 k 守 2， 
而 当 !=1，…，R 一 1 时 (24) 式 部 成 立 ， 即 


> Hld):=0 (25) 
d Pi Dui 


则 由 1，…，px 是 个 不 同 的 素数 和 定理 18， 我 们 有 
z la 一、 HW(d)+ > ， AKCd) 


d pl*…ps d Pi Ps Pod phs 
一 (1 十 pb))》 >, KA(d) 
d Pi pa 
一 0 


故 当 1=R 时 (24) 式 也 成 立 ， 而 由 数学 归纳 法 知道 (24) 式 成 
Yo 
设 r=p1 “1p '， 其 中 1 ,…， 扣 是 1 个 不 同 的 素数 ， 
而 a1，…，Q 是 1 个 正 斑 数 。 由 于 当 q 能 够 被 一 个 素数 的 平 
方 除 尽 时 有 wu(d) = 二 0。 由 (24) 式 我 们 有 

行 u(d)= 2>, ul(d)=0。 


d Pip 


ni 


故 本 定理 得 证 。 
“定理 20， 设 4 二 p11…pn'"， 其 中 1，…，pn 是 专 个 不 
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同 的 素数 ， 而 c!，…，cn 都 是 正 整数 ， 册 我 们 有 
关 Cd =2" 


证 明 ， 由 于 当 a 能 角 被 一 个 素数 的 平方 除 尽 时 有 kd) = 
9， 故 得 到 


lulad)|= > lp(q)l (26) 
d|n dpi pn 
我 们 将 证 明 当 m 宇 1 时 有 
,和 ad) =2” (27) 
Pli'*Bn 


成 江 。 my 由 于 
> pa =1T lu(p)| =2 
dlp 


故 (27) 式 成 立 。 现 设 kR 二 2 而 当 m = 二 1，2，…，k 一 1 时 (27) 式 
孝 能 够 成 立 ，. 则 由 于 pl!，…，p，。 是 个 不 同 的 素数 及 定理 
18 我 们 有 

jo lu(d)| 一 > nd) + > lu(q)| 


六 IPA， d P14: Pi pdri.p, 


二 (1 十 pe pn) 2, Cd 
d Pl pai 


一 28 
故 当 m==k 时 (27) 式 也 成 立 。 而 由 数学 归纳 法 知道 (27) 式 成 
立 , 由 (27) 和 (26) 式 知道 本 定理 成 立 。 


习题 


1， 请 求 出 1 到 10000 之 间 不 能 被 13 整 除 ， 也 不 能 被 51 整 
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除 的 整数 的 个 数 。 | 

2. 某 中 学 一 共有 120 名 高 中 学 生 参 加 数学 竞赛 .其 中 ,一 
共 出 了 甲 、 乙 、 丙 三 道 题目 ， 竞 赛 的 结果 是 ，12 个 学 生 三 题 
都 做 对 了 20 个 学 生 做 对 了 甲 题 和 乙 题 ; 16 个 学 生 做 对 了 甲 
题 和 两 题 y28 个 学 生 做 对 了 乙 题 和 两 题 ，48 个 学 生 做 对 了 四 
题 ; 56 沾 学 生 做 对 了 乙 题 !16 个 学 生 三 题 都 没有 做 对 ;， 请求 
出 做 对 了 两 题 的 学 生 有 多 少 个 ? 

3. 证 明 g(n) 等 于 1 或 者 等 于 偶数 。 

4. 设 n 和 nn 部 古 正 回 数 ， 清 证 朋 m，m 十 1,*… ,mm 十 7 一 1 
中 与 n 互 素 的 整数 的 个 数 是 p(n)。 

5. 当 n 是 一 个 正 整 数 时 ,请 证 明 g(n)=ng(n)。 又 车 壤 
也 是 一 个 正 整数 ， 则 有 w(Cm 7) 一 pm gp(n)。 

6. 请 计算 2(5186)，w(5187)，02(05188)。 

7， 设 n= 二 Pi 'P,"?…P,"*， 其 中 ?与 4;,，0;，'"“，Qr 者 
是 正 整 数 而 已 ，P，…， 天 .是 相 异 的 素数 。 则 我 们 有 从 1 到 


正 整 数 入 中 与 nn 互 素 的 整数 个 数 为 


~ -lp.]+ ~ [pt 


J 
8， 求 正 整 数 1 ,使 得 gpg(n) 一 21。 
9. 求证 ， 当 了 是 一 个 正 奇 数 时 ， 则 有 
941 一 200n1) 
10， 求证 ， 当 且 仅 当 n=2*( 其 中 有 是正 整 数 ) 时 , 则 我 
们 有 


Pn) = ，。 


，120 。 


第 五 悍 


凶 推 关系 与 母 函数 
31。 几 个 例子 


例 1; 设 二 1，a, 二 7， 而 当 n 宇 3 时 ， 令 gj 
一 10a-: 一 120。:， 求 a， 
解法 ( 工 ) 
由 ag; 二 1，q, 二 7 得 到 
ds—=/xX7~12x1=37} 
由 4; 于 7，as = 二 37 得 到 
二 + X37~12x7=175; 
| z 由 4; 二 37，a, 二 175 得 到 
as=7X175--12x 37=781; 
由 4, 二 175，as 二 781 得 到 
Qs—=/ X781—12xX175=3367} 


由 as 一 781，ws = 3367 得 到 


di=7 X3367—12x78] =14197; 


使 用 这 种 计算 方法 ， 虽然 我 们 能 够 求 出 ay;, 但 是 需要 的 
计算 量 很 大 ， 和 需要 计算 的 时 间 较 长 ， 并 且 容 易 发 生 错 误 ， 下 
而 我 们 将 使 用 较 简单 的 方法 来 计算 6,.， 

解法 ( 工 ) 

一 入 十 7X 十 37X3 十 :二 Onx 二 (1) 
则 我 们 有 
f(x) —7xf (xX) + 12r: f(x) 
=X+(7~7) X37 Te 
+ (Gn—7an- i la ) xX" 
==X 十 0 十 0 十 和 十 0 
二 xX 


则 (2) 和 (1) 式 ， 我 们 有 


(2) 


tC 


- 人 
六】 一 一 一 - . 
1 (x) 1 一 7X 十 127Y- (1—~4x)(1—3x) 


T+ 


人 ， 有 
4x 1—3x 1 44xX) 二 (4x)’+ 二 + (4x) 


A) (3 (9) (3x)’ 
(BO) 
4) 


QI 广 十 Go 十 G3 二 QnX + 


‘128。 
故 得 到 当 p3>1 时 ， 我 们 有 有 
0 一 8 


人 
nr 


由 (3) 式 得 到 
G10 4 3 =(1 31)(1:! 3:) 
=[(17) (3 )° (4) ~ (37)°] 
=| (16381)° -+ (2187) 1 (146381) — (2187) 1 
(16381 1 2187) .16381) (2187)016384) 

2187) 31-2187 1 (16381): 

二 (2187)(16381) (2187)?] 
(1185710237386617 和 1119720300050233) 
=-(263652187)(237386617)(309050233 ) 

解法 (页 ) 
#83 于， 仿 qn 王 G0*、， 罗 出 gn 二 ?Gx 一 112 而 得 到 cr 
-70 一 一 12C 用 侣 
人 一 7CLTT12=0 一 (一 420 一 1) 
故 得 到 当 n2 时 ，a; 的 一 般 解 是 
a= .A.3" .BP.4" (4) 
在 Qn 二 7a :一 120 中 取 ?2=2， 风 有 
dQ», 二 7d1~ 12a 


你 由 于 二 1，@, 二 7 而 件 利 


月 出 co =0，d 一 1，aG.= 7 个 储 人 划 
-十 刀 二 1 3.41440=1 
从 而 有 妇 =1 ,4 = 一 1 故 册 (4) 式 ， 我 们 有 


as。 1]29。 


. __ 下 
(人 、 并 | I 


妓 知 道 (3) 式 成 立 。 


。 和 -加 二 FF 上 十- 
例 2， 让 0 二 ua 一 023 定 a=3。 天 一时， 


4 一 一 208-2 9 求 04f 一 般 解 ， 
解 ， 以 gs 一 a 代入 qn 一 290. ;一 gn. i 得 到 
人 十 20 “二 0 -1-0 
即 有 
CQ 2C2 十 1 一 (二 上) 下 
而 C 一 十 ;为 二 重 根 ， 东 得 到 -… 般 解 为 
0 证 4 一) 十 一) 
由 Ge 二 0，d 二 1，g, 王 2，a, 王 ?和 (5) 式 ， 我 们 可 
0=@ = .ATA0 AC~)) A407)! 
= Ai+ A, 
l=a,= .Ai Ait Ai) A (i) 
= (A+A.— A,— .4,)i 
2=a,= A A A A 
=—A—2/4,—A,~24, 
3 "a= A A A A 3 (i): 
=(~—.A,—34A,+ .4,+3.4,.)i 
由 (6) 式 ， 我 们 有 
As= A 
出 (6) 和 (8) 式 ， 我 们 有 A 十 4, 一 一 1， 从 而 得 到 
: A,=—1— 4, 
由 (7)、(10) 和 (11) 式 ， 我 们 有 


(5) 


(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 


(11) 
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2(4 十 本) 十 1 二 > 1 (12) 
出 (9)、(0) 和 (了 DD 式 ， 我 们 有 (一 2.41 一 614. 一 3)i = 二 3， 从 
而 得 到 

2.4 二 64 二 3 一 一 3 (13) 


南 (12) 利 (13) 式 ， 我 们 有 414 十 2 一 4 即 二 一 一 二 十 交代 入 
(1D) 式 , 则 有 44= 一 ,一 让 出 (12) 式 ,我 人 有 24, 十 2i= 一 i， 


得 4， = 二 2 由 (10) 起 有 人 = 全 。 故 由 (5) 式 我 们 有 


ga= -Yi 1 +i ni 十 一 in 
“2 / 2 


l .\ 全 
+ 一) 


例 3 有 人 要 走 上 一 -个 楼 梯 ， 该 人 每 次 能 向 上 走 一 个 阶 
梯 或 两 个 阶梯 ， 我 们 使 用 a 来 表示 该 人 走 到 第 个 阶梯 时 所 
有 可 能 不 同 走 法 的 种 数 ， 请 给 出 ax 的 递归 关系 式 。 

解 ， 容 易 看 到 ai=1，， 又 走 上 第 二 个 阶梯 的 方法 有 连续 
走 两 次 而 每 次 走 一 阶梯 或 一 次 走 上 二 个 阶梯 ， 故 有 as 一 2 
义 a,= 二 3; 图 1 表示 走 到 第 四 个 阶梯 的 方法 之 一 ， 吧 第 一 步 
走 一 个 阶梯 ,第 二 步 走 上 两 个 阶梯 而 第 三 步 再 走 上 一 个 阶梯 ， 
即 1，2，1， 另外 还 有 四 种 不 同 的 走 法 ， 即 第 一 步 、 第 二 步 
郁 走 一 -个 阶梯 而 第 三 步 走 上 两 个 阶梯 ， 即 1，1，2; 又 第 一 
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步 走 上 两 个 阶梯 而 第 二 步 和 第 三 步 郝 走 上 一 个 阶梯 ， 即 2， 
1，1; 又 有 第 一 步 和 第 二 步 孝 走 上 病 个 阶 柳 ， 即 2， 2 机 
从 第 一 步 到 第 四 步 都 各 走 上 一 个 阶梯 ， 即 1，1，1，1， 帮 得 
到 a 二 5。 当 n 实 5 有 时， 如 时 第 一 步 走 一 个 阶 棍 , 则 余下 来 的 逊 
应 该 走 4 一 1 个 阶梯 而 它 的 走 法 有 as-1 种 不 同 的 方法 ( 见 图 


图 1 图 2 图 3 


2 )， 如 果 第 -- 步 走 上 两 个 阶梯 ， 则 余下 来 的 还 应 该 走 2 一 2 
个 阶梯 而 它 的 走 法 有 an -种 不 同 的 方法 ( 见 图 3 ) ， 故 得 到 

nr 一 Gn-1 十 Gan- 

例 4， 设 4; = 二 1，a; 二 2， 当 1 3 时 , 令 an 一 Ga- 十 Gn-2， 
求 a* 的 一 般 解 。 

解 ， 以 an 二 07 代入 an 二 aw. :十 on-， 而 得 到 ca" 一 x ”十 
cx-2， 妈 有 cc 一 c 一 1 一 0， 又 有 有 


Dt (~1) -4-1 ltv 5 


CT 9 2 


客 得 到 一 般 解 为 


(14) 
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在 an =an-1 十 dn-; 中 有 取 n 二 2， 则 得 到 a 一 a.: 一 a! 一 1， Ba = ls 
ui 一 1， 和 (14) 式 我 们 市 
1 -一 G， 一 A +A. (15) 


1 ,v5 ‘1 vi\ 。 
1 一 G) = A 十 + A » ~ 7 (1 0) 
由 (15) 式 有 4 一 1 一 4,， 而 由 (16) 式 得 到 


-- /下 
1 A A) +t ht ) 4) 


而 我 们 再 


4 一 才 , = 二 (17) 


VY 9) 


由 (15) 式 和 (17) 式 得 到 


再 使 用 (14) 式 ， 我 们 有 


A 类 车 ~ 天 十 
1 1 71 1 (! 5\ ! 
| = -一 一 -一 一 j + 一 一 一 -~ 一 一 一 -二 一 一 -一 一 
7 2 ”5\2 2 / 


32， 线 性 递归 关系 起 的 解 
在 本 节 中 我 们 将 简要 叙述 关于 形 为 


0 一 CiGn -1 十 CrGr-y 二 十 CrGn-y (18) 
的 递归 关系 式 的 求解 的 理论 ， 其 中 的 c/，c,，…，c; 部 是 常 
数 。 关 于 (18) 式 的 求解 问题 有 -一 个 说 单 的 方法 而 这 个 方法 类 
位 二 求解 县 有 常数 的 系数 的 级 性 微分 方程 式 ， 令 qn-:ar 并 将 
它 代入 (18) 式 网 得 到 


OP 一 CIC ”十 Ca 人 re (19 ) 
将 cr 除 以 (19) 式 的 两 边 就 得 到 
Cr 一 CIQr CQ 一 一 0 (20) 


我 和 们 扎 方程 式 (207 叫 知 递 归 关 系 芭 0187) 隐 特征 方程 式 。 它 有 
? 个 根 ， 其 中 有 的 根 叮 能 是 复 根 《但 是 我 们 先 假定 它们 没有 
重 根 )。 设 Q，Q;,，…，Qr 是 (20) 式 的 根 ， 则 对 于 任 一 个 
ci (其 中 1<i 和 rr ) 而 an 一 Ci 就 是 递归 关系 式 (18) 的 一 个 解 ， 
容易 看 出 对 于 这 些 解 前 任意 线性 组 合 也 是 它 前 一 个 和解 ， 妈 
Qi 一 -CQ 十 CT Arar? (21) 
也 是 (18) 式 的 一 个 解 ， 其 中 4:(1 三 i<7) 是 任意 选取 的 常数 ， 
由 于 递归 关系 式 (18) 式 中 包含 有 an-1，an-s，*""…*， ar-r， 所 
也 说 应 该 先 给 定 r 个 ( 即 aa，o 的》 切 始 值 ， 设 这 
此 初始 值 是 ao，…，a 7-:， 则 村 于 ae (其 中 0 .kr~1) 我 
们 有 有 
a’g== /or Aa da OkEr—l (22) 
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可 使 用 (22) 式 中 的 了 个 方程 式 来 解 出 常数 4,，4,，'…，44; 
( 其 中 我 们 把 ct，cx，…ar 看 作 是 已 知 数值 的 数 ) ， 当 4 的 
数值 决定 之 后 ， 代 入 到 (21) 式 就 知道 (21) 式 是 (18) 式 的 一 个 
解 ， 并 且 它 满足 初始 条 件 ， 即 ae=ao ，a =av7，…，a -一 
or-1， 当 特征 方程 式 (20) 式 有 一 个 根 a; 而 它 的 重 数 为 由 次 ， 
则 在 (21) 和 (22) 式 中 应 分 别 加 入 Gy?， nas nm" 


$5， 第 一 类 Stirling 数 


仿 有 i(x) 二 xXx，/.(X) 一 x(x 一 1)， 而 当 n 宇 3 了 时， 今 f(x) 
二 Xx(x 一 1)…《x 一 R 十 1)， 则 我 们 有 
f(x)=x, fA(X)=x—x . {23) 
jx 一 YX 一 3 十 22) 一 2 一 3 二 227 
fi(X)=XA(x~—1) (xr—2)(x—3) 
=x{x 一 (1 十 2 十 3)x:+[( 一 1)( 一 2) 
(一 1)(—3)++(—2)(—3)]x 
十 (一 1 一 2)( 一 3)} 
==xfs 一 672 十 11x 一 6) 
-= 一 6 二 11x2 一 6x (24) 
f(xX)=x(x— (x 2)(x—3)(r—1)(x—5) 
一 Xx 十 [( 一 1) 二 (一 2) 十 (3) 二 (一 4)]x: 
t+ 一 1)(~3)+ (~ 1)(-.4) 
十 (C2)(C-3) 二 (一 2)(—4)-F-(—3)(.- 4) YY 
Fi D(C- 2)(—3).F(--1)(--2)(—14) 


十 (- 4-3)0- 1) (2)( 3)( 41)]x 
十 《一 1 一 2)( 一 3)( 一 月 } 
= ON + 33 0x -24x ( 95) 
folx)= rx) 2 3) (x -4) (Cr—5) 
一 XxX{x 十 [( 一 1) 十 (一 2) 十 (一 3) 十 (一 4) 
十 (一 5) jx 十 [一 1)( 一 2) 十 (一 1)( 一 3) 
十 (一 1)( 一 4) 二 (一 1)( 一 5) 十 (一 2)( 一 3) 
(一 2)( 一 4 十 (一 2)( 一 5) 十 (一 3)( 一 4) 
二 (一 3)( 一 5) 十 (一 1)( 一 5)jx 
二 LT( 一 1)( 一 2)( 一 3) 二 (一 1])( 一 2)( 一 4) 
十 (一 1 一 2 六 一 5 一 1 一 3 一 二 
二 (一 1)(—3)(—5)-(—1)(— {)(—35) 
十 (一 2)( 一 3)( 一 4) 二 (一 2)( 一 3)( 一 5) 
十 (一 2)( 一 4)( 一 5) 二 (人 (--3)( 一 4 人 (一 5 
十 [一 1)( 一 2)( 一 3 一 和 十 (一 1)( 一 2)( 一 3) 
一 5 十 (一 1 一 2 六 一 4 六 一 8) 十 人 一作 一 3) 
《一 4)( 一 5) 十 (一 2) 一 3)( 一 4 一 5) x 
二 (一 1)( 一 2)( 一 3)( 一 4)( 一 5)} 
= 一 Xe 一 15X5 十 85x4 一 22583 十 274x2 一 120x (26) 
使 用 上 而 的 计算 方法 ， 当 2 关 7 时 我 们 可 以 计算 出 户 (x) 
x(x 一 1)…(x-n 十 1) 的 数值 , 但 由 于 所 需要 计算 的 数值 大 
量 增加 ， 因 而 需要 较 长 时 间 来 进行 计算 ， 又 由 于 计算 量 大 大 
增加 故 容 易 发 生 错 误 ， 现 在 我 们 要 来 介绍 一 种 较 往 单 的 方 
法 ， 使 用 这 种 方法 可 以 计算 出 户 (*) 的 数值 ， 由 于 户 (<) 是 7 


as。 30，* 
个 因子 相 乘 而 成 的 ， 又 在 它们 的 展开 式 中 每 个 因 了 于 取 >Y 或 者 
取 负 整数 ， 如 果 我 们 多 取 -- 个 x， 则 相应 地 应 该 少 取 一 个 全 
整数 ， 所 以 说 ，fn(x) 的 系数 的 符号 应 该 是 正 号 和 人 负 号 相互 
交替 的 ， 即 有 

jxX) 一 和 一 [xs 


当 % 宇 2 时 ， 我 们 令 
f= | ee (27) 

:2 之 2 时 ， 册 (27) 式 我 们 知道 , 只 需 计 算出 当 1 <r 二 x 时 
的 | | 的 数值 ， 即 可 得 到 /,(x) 的 表示 式 。 当 1<r<n 时 ， 我 
们 把 | ”| 这 些 数 称 为 第 一 类 Stirling 数 。 

gs [1 
4 [ 纪 [oe 

解 ， 由 (23) 和 (27) 式 ， 我 们 有 

CE 

fae 3 ee? 

由 (24) 和 (27) 式 ， 我 们 有 
: fx) est 6x +11r: — 6x=| :| ? 上 

[2 


改 得 到 


中 [和 [9] £8], [aa 
解 ， 由 (25) 和 (27) 式 我 们 有 


f(x)=x —10v! + 3 Ox J 9017= 


-ee el 
由 (26) 和 (27) 式 我 们 有 


folX)= x 1 Bx 0903x974 x2 1 20x = 


x 
[Se 
[el 9) ~ 4 | 3 和 2 | 


/EE nn | n(n—1) 7 
| |=1, NE 2 | ; | = 一 DT (29) 
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而 当 2 志 fr 竺 n 一 2 时 ， 我 们 有 
人 加 1 一 ] 1 一 
[2 |= | r |+lr-1l 0 
证 明 ， 当 n 之 5 时 ， 由 于 f(x) 中 x" 的 系数 是 1， 客 得 到 
| = 出 于 (kx 一 1)(xX 一 2) (YY 一 人 二 二 ) 中 的 常数 项 是 


(一 1)( -2)…( 一 mn 十 1)， 获 得 到 | 4 |= Cn 一 0)05 又 由 于 
(一 1) 十 (一 2) 十 十 (一 4 十 1) 三 一 [1 十 2 十 十 (一 1 


_ n(n-~1) 


Pe] ee rr 


1 


dd 


故 得 到 


| n |= n(n—1) 
站 一 9 


当 2< 和 rr<Y 一 2 时 ， 我 们 有 


[一 十 (一 1)7r7 | | 
or 


一 fx) 一 YX(X 一 1)(x 一 2)…(X 一 4 十 2)(X 一 4 十 1) 
一 (一 下士 二) 及 (2 ) 


ni— 1 1 一 ] 
= a = 六 ~ 一 “下 一 凡人 闪 省 国 
(Xn Dl [人 3 | 


+ (~ Do ‘xr Do Ee 二 


+ (~1)"|"7 1 | 


wm | 
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二 (一 1 "| Cn Dl +i- 1 
(1)"i(n— 1 "7 ! 上 (31) 


比较 (31) 式 两 边 中 x 的 系数 就 知道 (30) 式 成 立 ， 因 而 本 定理 
得 证 。 
例 7: 请 由 定理 1 和 例 5 求 出 fs(x) 和 fo(x) 的 表示 式 。 
解 : 由 (29) 式 ， 我 们 有 


由 (30) 式 和 (33) 式 ， 我 们 有 
| |= 4| 4 |+1 9 |= 4X6-11 一 35 (34) 


[3 = 4 |+|: | |=4x11+6=50 


出 (30) 式 ，(32) 式 和 (34) 式 ， 我 们 有 


| =5| 2 +| 3 |=5X10+35=85 


6 
L 4 
| 3 |=5| 3 |r| 3 |=5x35+50=225 (95° 
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HH 


由 (27)、(32)、(34) 和 (35) 式 ， 我 们 有 
f(x)=x 10x+ 35x— 50 204x 


folX)= X10x TX 5x7 07 1 1 90 


人 例 8 ih | S| [7 1 [| (| | 


ih 4 | 机 | 


>» 


28, | 7 |=61=720, | 了 |]=75=5040 C96) 


由 {30) 和 (32) 式 ， 我 们 有 


-66X22 274 一 1624 . 《37) 


[2 |=5| 5 | 5 ]=6x274. 120=1764 


出 (27)、(35) 和 (37) 式 ， 我 们 有 


41。， 


jx)x7 一 21x8 十 175 一 ?35w 十 1624x。 
一 1764x 二 7720 ， 
由 (30)、(36) 和 (37) 式 ， 我 们 有 有 


=7 X1624+1764=13132 


由 (27)、(36) 和 (38) 式 ， 我 们 有 
fe(x)—xs—28x' 322x" 一 1960x 十 6769x4 
—13139x?-+13068.x:—5040x 


ne. 1 [1 [3 [1 [I 
村 是 生 昨 和 生出 种 风 是 册 和 志 
9 EC Dos sss eo 


fo(x) 的 表达 式 。 
解 ， 由 (29) 式 我 们 市 


31 10] | 091 9(9 一 1) _.， 


“ 1i2。 
[= 10(10—2) 145, 1 | $1 40320, 
[10 no 
| 1 rs 一 3602880, (39) 


| 2 |=8| 2 |+[ 6 |=8x28 +322=516 

9 -一 6 -| 5 |= DO 2 二 ~ 1 
| |=s| 6 + |= 8x 322+1960=4536 
[2 = 5 |+| 7 |= 8 x 1960 + 6769 =22449 

6 6 4 
[9 |=8l § |+| 3 |=8x6 -69-13132=67284 (40) 
| 3 |=8[ 3 |+| 3 |=8 x 13132+713068=118124 

3 3 2 
| 9 |=8| 3 |+| 3 |=8 x 13068 十 5040 一 109584 


(27)、《39) 和 (40) 式 我 们 有 
fo(x)=x — 36xs + 5A6x — 1536x° -+ 22149x° 
—67284x: 十 118124x’ 一 109584x? 十 40320x 
0 oe 我 们 有 


一 9X99419+067281=269325 (41) 


< 4340， 


10 9 人 os z 
| 4 = ol ] | . 二 = 6 


-| () 1 9 | 加 
| 0s | 2 gg 0984=1172700 
1 

[9 |= ?| 二 | |=9x 109584+ 14330=1026576 


由 (27)、(39) 和 (41) 式 我 们 有 
f(x) x 15x + 870x 一 9450x 十 63273x 
—269325x° 十 723680x 一 1172700x° 
二 1026576x* 一 302880x 


S4， 苹 函数 


定义 1， 设 三， 轨 ，2，…，l，… 是 一 个 无 限 数 列 ， 
则 称 形 式 客 级 数 4(x) 二 了》 i 是 数 到 出， ta hy ss ns 


k 22) 


U(X)= > ,rt 
k>0 


和 和 形式 禹 级 数 
V (x)= Test 


kD 
相等 时 ， 则 应 有 ux 二 Vz《 其 中 R.*0) 
定义 2; 一 个 数 a 对 于 形式 军 级 数 u() 时 乘积 定义 为 
Qu(x) = ,daurxs 


k>0 


形式 蹇 级 数 4Cx) 和 大 (x) 的 相 加 省 闵 为 
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ur) VR) = (dt (42) 
Rk 之 U 
形式 窜 级 数 4(x) 各 这 (x) 相 张 害 浆 为 
uCxIV (C(x)= ,CO wal;) xr ( 43) 


R20 十 /一 bh 
例 10; 设 数列 0， HU, HUos ‘re Un, … 确 定 为 
i 这 0<R<Ss 


HE 一 
0 党 性 
则 其 好 函数 为 多 项 式 
wnt+il 
= 
1 -i 


即 x&Cx) 可 以 表示 为 两 个 形式 寡 级 数 之 疝 。 
例 11: 刀 果 母 范 数 


EX KAN 
六 -0 


各 
E(x -= rk 


kk 之 0 
满足 条 件 ，4(*) 二 (1 一 XJ(x)， 则 我 们 有 

( U,=V 

, (44) 

( i = 
A 

7 ) = (45) 

i- -0 


证 明 ， 由 末 人 J :一 让 ) = (一 人 六 ,十 


》 ， (Vp—V rt) xt : (46) 
k= 


*， 45 。 
比较 (46) 式 两 边 中 x: 的 系数 就 和 | 道 (1) 式 成 立 ， 由 于 
和， Vix 
>>0 ] 一 芯 
/oUFXEN CL -N+ ) 
ARZZP0 ) 
k 
一 > ，( 1 
K0 ?=0 
履 (45) 式 成 立 ， 因 而 本 例题 得 证 。 
定义 3， 形式 守 级 数 


UCx) 一 、 J 


R 之 0 
时 形式 微 黄 〈 记 为 Dsu(x)) 定义 性 形式 陵 级 数 之 Rurxrt-!, 
”1 


而 上 D: 称 为 形式 微分 算 符 ， 形 陈 项 级 数 Mx) 一 之 uzXt 的 ?2 次 
- 之 上 0 


(其 中 n>0 ) 形式 微 商 归 纳 定义 为 D:(Ds"-iu(x))。 如 时 在 
在 有 一 个 形式 乱 级 数 广 (%) 使 得 4(%) = DCx)， 则 称 广 (wx) 为 
wxX) 的 形式 原 函 数 。 
容易 验证 ， 以 下 的 微 疝 法 则 成 立 。 
Dslu(x) +V x) = Dax) + DV x) 
DsLCu(x)1=CDsLu(x)] : 
DzLaulxIV (Cx) =u(x) DV (C(x) -V(x Da x) 
Ds(u(x))" =n(ux)) "Du( x) 
各 雷 形 式 医 级 歼 4(*) 一 2 wex* 在 图 2 区 玫 ( 其 由 及 >>0) 


内 收 倒 ， 这 时 xx) = 蕊 wx 有 其 在 函数 论 中 的 定义 ， 由 函数 
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论 中 的 结果 可 知 ， 它 有 唯一 的 … 个 和 函数 Jx) 并 使 得 在 
[x| < 有 内 有 
fx) =) Hx (47) 
Rk 之 0 z 


上 上 式 是 在 圆 x| 之 内 一 致 收敛 ， 故 可 以 逐 项 求 微 商 ， 逐 项 求 
原 函 数 、 有 时 f(x) 还 可 能 是 由 初等 函数 经 过 有 限 次 的 代数 运 
算 的 结果 。 


如 果 级 数 沁 Vx 在 圆 jx < 有 R, 内 收 全 ,其 和 函数 为 g(x)， 


令 R; 二 min(R，RR1)， 而 由 隐 数 论 中 的 结果 可知， 级 数 
> x| RR, 


hE0 i =k 
收敛 ， 其 和 函数 为 F(x)9(x)。 

当 我 们 在 进行 形式 宪 级 数 的 形式 运算 时 ， 如 果 明 到 其 中 
某 些 宪 级 数 是 收 化 的 ， 则 可 以 使 用 它 的 和 函数 来 代替 它 人 参与 
运算 ， 这 时 函数 论 的 知识 可 以 用 来 处 理 组 合 论 的 问题 。 当 
然 ， 最 后 的 运算 结果 可能 由 于 有 不 收敛 的 形式 才 级 数 的 参与 
运算 而 不 收敛 。 故 它 不 具有 上 欧 数 论 上 的 意义 ， 但 是 它 仍 然 具 
有 组 合 论 上 的 意义 。 

下 面 将 举 些 例子 来 进行 说 明 。 

例 12， 在 例 10 中 的 结果 现在 可 以 写成 为 


jy 二 1 二 wwwr 一 人 人 El < 一 
求 一 次 微 商 就 有 ; 


n 入 + 
Ds(u(x)) =1+ 2 


he ep. i Tr hp ge- ,wri 


(1—x)? 


，]47 ， 
作 二 次 微 商 歼 有 ， 
站?(UCX)) 一 2 十 6 十 1222 十 二 RE 一 1 


_ 2 一 NE 十 1) 20 ~ 1 aa 一 %R 一 1) 


mp pi 


(1—x)s. 
例 13; 我 们 有 

2 /pg\ 、 i 
| p r=) 其 中 二 1) ( 48) 
:= 
NN yh x 1 (40) 
i 二 从 1—X 
Sk 一 ,人 <] (50) 
kr0 (1—xX)* 
> R*x* = CX 1) 1 (51) 
k=O (1—2) 
p(kh—1) 2 xl (32) 

_ 人 Ui 
k= 人 0 (1 ~) 


证 明 ， 出 二 项 式 定理 显 见 (48) 式 成 立 ， 由 例 12 知 道 (49) 
式 成 立 ， 对 (49) 式 两 边 求 微 尚 就 得 到 


故 (50) 式 成 立 ， 对 (50) 式 两 边 求 微 商 就 得 到 (51) 式 ， 对 于 


的 | | / 
- 下 2 -一 和 7 ] 
2 (1 一 Y)2 | | ~ 


中 的 两 边 求 微 商 就 得 到 (12) 式 。 
总 括 (48) 到 (52) 式 ， 我 们 可 以 把 一 些 常见 到 的 数列 (已 ) 
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(320) 的 母国 数列 
煞 列 Cu) 区 数 
(8 《其中 PT ) 
Ek, 
] i 
[一 
大 于 
{1 
£2 {nn -1) 
. (j 一 工 )3 
RE 一 1) (1 3 


$5， 第 二 类 Stirling 数 

把 含有 n 个 元 素 的 一 个 集合 分 成 为 恰好 有 7 个 非 空 
合 的 分 拆 数目 就 叫做 第 二 类 Stirling 数 ， pier) ng 又 我 
们 定义 | 9 = 1 而 当 a<r 时 ， 由 计 n 个 元 素 不 可 能 分 拆 为 
个 非 空子 集合 ， 因 而 当 n<<r 时 有 | ”| = 0。 


例 14: 请 求 出 | 4 = 


解 ， 设 集合 4 中 含有 4 个 元 素 ， 即 为 4，b，c，d。 把 集 
合 4 分 拆 为 二 个 非 空子 集合 的 方法 共有 : 
a | pcd b lacd, c | abd,. d | ab¢,ub | cd, ac | bd, 


se 11 。 
下 Np, ij 4 rr 
gd | bc, 故 得 到 | 2 |=7. 
定理 2， 当 ?全 1 时 我 们 在 


1 | [ | i [on 
(04-0 (7 {= 


| nl 
(a1)= 《和 ja 
证 明 ， 我 们 不 可 能 把 合 有 1 个 元 素 的 集合 分 拆 为 0 个 非 
窟 集合 的 并 ， 部 得 到 


= 


我 们 要 把 含有 ?个 元 索 的 集合 分 折 为 1 个 非 空子 集合 ， 
a 然 上 只 能 分 拆 为 它 自 己 ， 况 得 到 


「 1 
(| 


下 一 1 过 ， [村 0 一 2 1 一 ]， 政 当 ?一 1 时， 


我 人 有 [j=2" 一 1。 现 在 我 们 来 讨论 汪 4>2 时 的 情况 ， 


假设 4 个 元 素 症 a;/，…，ua:， 我 们 把 今 有 a， | 
的 任 一 个 了 了 焦 合 记 为 4 如， 其 2 


J I i bl} :加 害 ji; ， 
刀 也 总 确定 了 。 志 的 下 法 共有 25 种， 但 由 主 4 非 完 ， 政 


和 和合 有 0 9 0 A 多 和 和 .满足 分 折 的 定 
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由 于 = 和 上 01 故 当 wa=l 时 ， 我 们 有 


dd 


(= )。 现 现 往 设 p 六 2， 要 把 含有 个 元 替 的 集合 分 拆 
为 9 一 1 个 非 空子 集合 ， 则 一 定 有 县 只 有 一 个 竹 集合 包含 有 2 
个 元 项， 站 的 。 2 个 下 Ss 子 集 合 都 必须 有 且 具 有 1 个 元 
素 ， 因 而 当 含有 两 个 元 素 的 子 集 合 固定 以 后 ， 则 其 余 的 n 一 2 
个 子 集 合 也 都 确定 了 。 由 于 从 I 个 元 需 中 无 序 取 出 9 个 元素 
的 方法 有 (  ) 种 ， 故 得 到 
(a1)= (0) 

又 显然 | "=1， 即 分 拆 的 个 非 空子 集合 都 有 且 只 有 

1 个 元 素 。 


综 上 抒 述 ， 本 定理 得 让 。 
定理 3， 当 1 过 r 和 ?2 时 ， 则 我 们 有 


(= 
证 明 ， 当 n=1 时 ， 则 r=1， 由 |! |=1 和 | 9 = 0， 
1 9 | 二 1， 我 们 有 
BE 
即 >n 二 1 时 ， 本 定 还 结论 成 立 。 


现在 我 们 设 n 宇 2， 假定 这 hn 个 元 康 越 a,， “se Un, 要 分 
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拆 为 了 个 非 空 子 集 合 ， 则 其 中 或 者 存在 有 一 个 子 集 合 ， 它 只 
包含 有 ax 这 一 个 元 染 ， 或 者 不 存在 有 一 个 子 集合 而 它 只 包含 
有 an 这 一 个 元 素 。 当 存在 有 一 个 子 集 台 . 它 只 包含 有 ay" 这 一 
个 元 素 时 ， 则 剩 下 来 的 4 一 1 个 元 素 应 分 别 包含 在 r 一 1 个 子 集 
合 中 。 故 在 这 种 情况 下 ， 分 抓 的 方法 有 | 一人] 种 。 若 不 存在 
有 一 个 子 集合 而 它 只 包含 有 as 这 一 个 元 素 ， 即 含有 an 的 这 个 
子 集合 一 定 还 含有 别 的 元 素 ， 我 们 把 c* 这 个 元 素 删 走 后 ， 只 
剩 下 al，…，ana -1 这 # 一 1 个 元 素 ， 把 它们 分 拆 为 了 个 非 空子 


集合 的 方法 有 所 二 二 种 ， 叉 由 on 可 以 在 这 > 个 子 集合 中 的 


任意 一 个 子 集 合 中 ， 故 在 这 种 情况 下 的 分 拆 数 为 "一 ! |。 
因而 由 加 法 原则 ， 我 们 得 到 


| 一 | [下 一 
{= | a + 
所 以 本 定理 得 证 。 


S86 。Bernourill 数 


若 实 数 |x| <2x， 则 我 们 定义 
Y oD 
一 一 


cero—1] "0 HH1 (53) 
其 中 B, 就 称 为 Bernourlli 数 ， 背 yy 是 一 :个 实数 ， 则 我 们 定 闵 


NE i B,( (11) 是 
一 = 站 (51) 
pr] "on nt? 
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其 中 已 是 与 六 有 关 的 图 数 ， 
定理 4， 当 Jy/ 是 一 个 实数 而 7 契 一 个 非 负 整数 时 ， 则 我 
们 有 


Ba(W= 开 人 tk (55) 


证 明 ， 由 于 er= 半 “9”、(53) 和 (54) 式 而 得 到 


Bn) no YEW Ny CD 
no Hr cr—1 er 一 yu 天 


比较 上 式 两 进 中 的 x* 系数 ， 则 我 们 有 


CD 
171 :0 Fk! (2—h)t 


奴 是 


上 


玖 本 定理 得 证 。 
定理 5. R11 了 NN， 所 我 们 行 


Palyt1)— By) = ! (5356) 
特别 当 n 宇 2 时 ， 刚 我 们 有 
证 上 明 :， 我 们 让 桓 的 恒 稚 二 
EC Hi CH C1) 
OO 
zz 2 一 】 oo rn 凤 ! 


i 二 人 ， 
全 133 . 
区 行 
NT 1 人 
， 隐 | 


由 上 和 式 各 6547 直 我 们 在 


> Bn(y+ 1)— BbB; C1) vn > YY nt 


it -=01 
比 识 上 并 网 过 中 x?( 其 中 >] ) 的 系数 ， 刚 我们 有 
Braytl)— Hy) yl 


1 (2 一 1)1 


于 是 
Bryt1)— By)=ny! 
地 (56) 式 成 立 。 当 4 会 2 上 时， 在 (56) 式 中 令 )) 芯 即 可 得 
Ba(0) 二 Ba(1)。 故 本 定理 得 证 。 : 
蝶 理 6， 当 n 守 2 肘 ， 则 我 们 有 


n DD 
1 


1 | 
i ， (有 (38) 


Bi 和 Y )B 


r= | 


k=-0 R 
又 由 (53) 和 和 (54) 式 ， 我 们 有 


wi Bn(0) wer XxX Re Br a 
0 1 ez 一 ] ez 一 :oni 


比较 上 式 码 当中 x" 的 系数 ， 即 有 
bB;(0)= PB, 
由 于 (57) 式 各 上 式 ， 我 们 每 汉 


\ 
P, =— PP(u) = 人 | ) 2_ 人 
er 
Ll i nn ) 
Hn 1 2 | bh Bi 
Nn iu RR, 


因而 本 定理 得 证 。 
定理 7， 当 灵 和 和 下 都 基 正 整 煞 时 ， 5S.)= 守 铝 , 骨 
我 们 有 
Salm) = (m+ 1) -Bp,, ) (59) 
证 明 ， 当 n 关 1 时 ， 则 由 (56) 式 我 们 人 有 
(n+1)E"= Br, (Ri+1)—B, (RR) (ChR=1, 2, 人) 
将 上 面 mn 个 式 子 的 两 边 相 加 ， 则 有 
Ctl) Dkr = Brrr1)— Ba, (0) 
= Pr, (tl1)— ba 
故 (59) 趟 成 立 。 内 而 本 定理 得 证 ， 
定理 8， 当 是 一 个 下 整数 时 ， 令 Ek) = 沁 n-*， 则 我 
们 有 
EC(2R)=(—1)" ey 
证 明 : 因 证 明 较 长 ， 这 里 就 不 给 予 证 明了 ， 若 庶 者 感 兴 
趣 的 话 ， 可 以 参考 Tom M. Aposto, Springer-Verlag. 
New York Iteidelberg Berlin 1976， 


习题 
1. 令 书 一 已 一 1， 测 省 ?2 时 ， 令 下 下 十 下 aa 
则 我 们 有 


Ro hn 
| AN 三 
上 1 十 \ 5 LA ) 
其 中 9 一 ~ , 
1 D 
。 2 | / 
(11) 一 | 2 Cs 
[_ V 


芋 中 ， 当 d 关 0 时 ， 使 用 [dj 来 表示 内 的 整数 部 分 5 而 当 靖 是 
偶数 时 ， 令 Cs 二 0， 当 nn 是 奇数 时 ， 令 Cn 一 1。 
2 ., 今 LL, 二 1， 上 ,二 3， 而 当 7 六 3 时 , 令 = 二 上 rn- 二 上 ns-2， 
则 我 们 有 
(1) Ln=a”-+ br 
1) 一 [an 十 (一 1)2 二 (人 n 
其 中 4a，5，C: 的 定义 与 习题 1 年， 
3 .求证 ， 当 n 宇 1 时 ， 则 我 们 有 有 
(i) 若 严 ,是 奇数 时 ， 则 工 ,也 是 奇数 并 有 
(1an, Ln)= |] 
(ii) 车 下: 是 偶数 时 ， 则 上 L; 电 是 偶数 并 有 
(Fi, Lan)=2 
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4 .求证 ， 当 #1 时 ， 则 我 定夺 
CPs, Pai) (1, Ls) =1 
5 .请 证 有 明 ， 对 于 任意 的 证 束 数 于 和 下， 我 们 部 
Fa | Pim 
6. 当 玉 是 一 个 正 整 数 时 ， 则 我 们 高 
(F,,, Fs)=] 

7. 设 ?是 -一 个 正 整 数 ， 岂 使得? | 天。 成 立 的 充分 和 必要 

条件 古 ， #2 是 3 的 信 数 ， 使 得 3 | 成 立 的 充分 和 必要 条 件 
是 ， + 年 4 的 代 数 。 
我 们 有 元 钱 ， 共 中 说 是 一 个 正 歼 数 。 又 设 每 天 
我 们 者 让 到 曾 店 去 购买 下 列 三 种 商 曲 之 一 :第 一 种 高 品 是 藏 
淋 ， 要 用 1 元 钱 ， 第 二 种 商品 是 猪肉 ， 要 用 2 元 钱 ， 第 三 种 
药品 是 鸡蛋 ， 可 用 2 元 钱 。 我 们 使 用 记号 B; 来 表示 把 这 
元 钱 用 完 的 了 所 有 可 能 之 用 法 的 上 总数 。 请 表示 出 Bs 的 数学 式 
子 。 


CO 
_ 
六 于 

> 
Xe 


9 .已 知 B1==1]，B,. 二 3，D,=5，B,=11， 请 出 递 推 关 系 
式 Bn= Ba-! +2Ba. 下 的 一 般 表 达 式 

10 ,请 证 明 :， 当时 是 一 - 个 正 整数 时 , 风 有 31244(_1y) 

11 .请求 出 当 0 径 2 和 过 10 了 时 的 万, 的 数值 。 


1 
12 ,请 求 出 当 1 所 Ps 扫 5 时 的 926? 


2 


13 .求证 ; 当 % 滨 1 时 ， 刚 我 们 衣 
Pen:1==0 
14. 求 证 ， 当 n 之 4 时 ， 则 我 们 有 
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各 


计 .和 全 ] 


;ib |) a 


天 于 杨辉 高 斯 级 数 


AS1， 引 言 
设 nn 和 和 训 是 下 整数 ， 我 们 把 nm 则 笋 的 1n 
器 个 
次 方 ， By” 一 XxX} x “oe n， 例如 2* 二 DX 9 


一 8 。 


从 1 十 2 十 3 十 …… 十 1 一 卫 人 二 1 很 容易 联想 


到 的 一 个 问题 ， 是 否 王 十 22 十 3 十 … 十 42 以 及 
1 十 2 二 33 十 … 二 到 也 能 找 简单 的 公式 来 算 它 
们 的 和 ? 公元 前 二 百 多 年 希腊 著名 科学 家 阿 基 
有 炒 德 就 已 经 知道 这 两 个 和 是 


1 十 27 二 37 二 二 一 HP(8 十 1)(28 十 二 ) 


。159 ， 
1 十 23 十 33 十 十 二 (1 十 2 十 3 十 十 9)? 
但 是 他 的 证 明 比 较 复杂 ， 我 们 将 用 比较 简单 的 方法 来 证 明 上 
面 二 起 成 立 。 
又 在 隔 基 米 德 以 后 腊 数 学 家 要 想 知 道 1* 十 2* 十 3° 十 
十 人 的 公式 ， 轴 是 天 能 为 放 这 个 和 的 公式 要 在 一 和 干 多 午 
后 ， 也 研 是 在 十 一 世纪 时 阿拉伯 数学 家 才 知 道 。 


32. 杨辉 高 斯 级 数 的 推广 


本 节 的 草 的 是 要 证 明 下 面 的 定理 ; 
定理 1 令 n 和 m 都 是 正 束 数 ， 又 令 入 =nCn 二 1)， 则 
二 2% 十 1， 则 我 们 有 


六 
-1 


yim=F(n, m) 
i = 1 


其 中 
Fn, 1) = Fn, 2)= MN 
2 1 AT2 7 ly NV VV 
Fln. 2) i HF’"(n, 4) a0 MN C3N 1) 


fn, 5)= 1,N:(2N—1) 
Fn, 0)= MN(3N:—3N+1) 


Fn, 7 ) = V3N’ — dN 十 2) 
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F(n, 8) =0 MN(SN:— 10N?:+9N 一 3) 
Fn, 9) = NONs —5N:+6N ~—3) 


FF(n,，10)= ssMN(C3N: -10N3s 二 17V2 一 15A 十 5) 


为 了 证 明 这 个 定 再， 我 我 们 先 证 明 下 面 二 个 引 理 。 
引 理 1， 当 ”和 如 都 是 正 歼 数 时 ， 则 我 们 有 


(mt1) in=n(n+1)"— 5 1 i th 
了 | st 
其 中 当 m 庆 ?，1 所 jm 一 1 时 ， 我 们 岂 记 泛 


四- mm 
i ! 


_ mM(m— 1)" 《n 一 了 十 1)， Cm 


ee 


CF Cm i) 
mm! 
(jt1)(m— 71)! 
又 用 记号 ( 吕 二 (下) 一 1， 而 当 j 之 m 时 ， 则 使 用 记号 (了 ) 一 0 
证 明 . 我 们 有 
n(n 十 1)" 二 (n 十 1)"T 一 (xn 十 1)” 
i i “T+ 1 -i 


i 三 1] t= 上 1 


n+ 1 1 n+] 和 

四 i EY 唱 

二 1 十 Dit 一 Di 一 1 一 2 im 十 2 1m 
|! 三 2 三 1 =» i 1 


"il)"- Lint 


i = 1 i=1 
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= T(G 十 1 一 (十 1 一 和 + 十 im 了] 
Ts 


件 


= i)m i in] (1) 
i=1 
z (1 1)m= > 1 Mm- (2) 
ov/ 


由 (1) 和 (2) 式 ， 我 们 有 


一 、 ‘ ;7 、 ， ， ， ， 
n(n 1)"= > E 2 | : jini tin | 
1 二 1 4 


芋 门 了 
n\. 1 ， 
= 一 Ti RV m+l 
i ! ”十 | 有 
ll 0 ， \ / 全 
一 -了 一 + +tim | 


"| 3 . 
-et De 
i 三 也 f = 


所 以 我 们 得 到 
(m+) Din=nnt1)"— DY) Ti 
因而 本 引 理 得 证 。 


引 理 2， 当 1 和 m 都 是 正 整 数 时 ,我 们 令 入 二 n(n 十 1)， 
M=2n 二 1， 则 有 
2(n+t1)7=f(n, m) 
其 中 
for, 1)=M+1 fln, 2)=2N+M+1 (3) 
fl(n, 3)=MN+3N+M+1 (4) 
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f(n, 4)=2N:+2MN+4N+M+1 (5) 
fn, 5)=MN:+5N:+3MN+5N+M+1 (6) 


fn6)=2N +3MN:To9N’:+ 4MNI6N+-M+1 (7) 
fon, T=MNS+7INS+6MNI414NI+5MN 


+7N+M+1 | (8) 
fn, 8)=2N‘+4MN?- I6N: +10MN’:+ ?0N? 
十 6AM AN 二 8ATTA7T 二 1 (9 ) 
fon, 9)=MN‘+I9N'+I0MN: + N+1SMN: 
+27N:4+7MN+9N+A+!1 (10) 
证 明 :， 我 们 有 


jf(n, 1)=2(n+1)=(2n+1)+1=AM+1 
fn，2)= 二 20n 十 1)?==2n? 十 4n 十 2 
一 2n(n 十 1) 二 (2n 荆 1 二 1=2N+ 半 +1 
故 (3) 式 成 立 。 我 们 有 
f(rn,3)= 二 2(n 十 1) = 二 2(n 十 1)?(n 二 1) 
二 (2n? 十 4n 十 2)(n 二 1) 二 (2n2 寺 #3n 十 9)(n 二 1) 
二 《27 十 ] n(n 十 1) 十 3n(nm 十 1) 十 (2n 十 1) 十 1 
=MN+3N+-M+I1 
故 (4) 式 成 立 。 我 们 有 
1p，4) 一 2(081 十 1) =2(n+1):(n+1)? 
二 2 十 2n 十 1)(n 二 1)? 
一 277(RN 二 11)? 十 2(28 十 1)(n 二 1)(n 二 1) 
一 2AV :十 3028 十 1)83 二 21 十 1 ;Cn+1) 
一 2NN?7 二 2《2n 十 1 n(n 十 1 ) 十 4n(n 十 1) 
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十 《28 十 1) 十 ] 
NIMN+INL M+1 
1X(5) 式 成 立 。 我 们 有 

fn, 5)=2(n+1) -=n 1) (144 1): 
二 2(n 二 3m 十 3n 十 1)(n 二 1)? 
一 L(22 一 人) 十 5 十 63 二 2 (0 十 1): 
一 《21 二 1757 二 1) 二 57120101) 十 (6n 汪 2) 

(nn 二 1)(n1) 

= NON (fr -Rr 9)(n2i1) 


lL 


NN (Rn 3%4) 二 S77-2 (nt1) 
ASTNI + 3 1)nn 1) 4 nn+1) 
十 《428 十 二] 
= MNI+5N: 3 VL5N+M+I1 
波 (6) 式 成 立 。 我 们 有 
fl(n, 6)=2(n1)" :2(nt+]1) (n+ 1)’ 
=2(n T3371) (r+ 1) 
一 2n (Nn 二 1) 二 2(3n 3 十 1)C 十 1)(8 二 173 
一 2 十 2(3n3 二 61 二 人 nn 十 1)(n 寺 1])? 
一 2 十 [(6n* 二 3n?) 十 912 十 8n 二 2](n 寺 1) 
一 2 人 T3204 1)n (nt 1)? + omn+1)? 
十 (8n- 2)(n 二 1)(nt+1) 
2N SMIN? 9 V+ (n+ 10n+ 2)(28 十 1) 
一 2 3MN 9N: Hi(Bn+4n) 
十 677 十 2 (9 十 1 二) 


| 
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2N:S 3MN: gv: + 2n+ 1 n(n+ 1) 
十 6n(n 二 1) 十 (2n 二 1) 十 1 
—2N + 3MN:+9NV:+A4MN tNtM+t1 
故 (7) 式 成 立 。 我 们 有 
fr, 7)=20n41) =2(n 1 n+1) 
= 2 An 人 641 十 1) 十 1) 
一 (2n: 十 Nn?) 十 7n 十 1282 十 8 十 2]( 十 17)3 
一 (21 十 1)9 (8 十 1 六 十 78 (8 十 1) 
十 (12n 二 87 十 2)Cn 二 1)(n 十 1)° 
一 MN 7 二 (1275 十 20n’ 十 10n 十 2)(n+ 1)3 
=— MN FTN -ri (i2n + 6n )+14n 
十 108 十 2308 十 工 ) 
一 AN 7N +62n+T Dn nt1) +14n 
(二 了) 十 (10n 十 2)(n 一 1)(%n 二 1) 
— AfN JJ-T VY 6A N? +414 N+ (10n? 
二 128 十 2 十 工 ? 
== NANS+7IN 68 二 14 十 [CC1082 十 57) 
十 7 十 2j(484 十 1) 
—MN:+7N 6MN:+1AN:+S(2n + 1)n 
。 (n+1) 7ncnt+1)+(2n+1)+1 
=MN3++7N*+6MN?:+14N’ + SMNT?N 
十 7 十 1 
歧 (8) 式 成 渤 。 我 们 在 
f On, By ord) =2 1) TD) 


“165 * 
= 2(n14 An 二 6nd fn 1) (ni 1) 
一 284(1 十 1 十 204 和 十 6 十 4 二 1) 二 1) 二 1 
一 2 十 2048 二 10m 十 10 人 二 58 十 二 (有 十 二 7 
=2NV 2 (fn 十 2n7) 二 8p -二 1002 二 37 十 1j (7 二 -17 
一 2 十 4(2n 十 1)n (nn 十 1) 十 16n (7 十 1 六 十 320108 
十 358 十 1)(8 十 ] 多大- 一 六 
一 2N 二 4A7AN 16 "+2(]0n +15n*: 十 6t 
十 1)(n+1)° 
-DDN 十 4MN? 十 16 5 十 21 (10n 十 5 ) 十 10173 
二 67 十 1 (8 十 7) 
一 2N 二 4M AN 上 +16AN +10(2n+ Da nt1): 
20n2(n 二 1)? 2(6nF1) (n+1)(n+1) 
=2N‘+4MNS+1I6N 10M N? + 20N’: + 2(06n 
十 7n 十 1)(n~1) : 
~—2N‘+4MN*416N TI0MN?: -+0N:+ 2 (067 
+3n) 十 4n 十 11(n 十 1) 
—2N‘4-4MN -+16N*+10MN?:++20N? +6(2n+1) 
“1 二 -17 十 8380 二) 二 (28 十 1) 十 1 
一 2VLT4MANST16N -10MN?:-++20N:+6MN 
8N+ 和 刷 填 1 
疏 (9) 式 成 立 。 我 们 有 有 
fn,9)=20n+1) =20n 二 +]) (n+1)" 
20 十 5 二 107 100 十 54 十 1)C8 二 1) 


:= (2n5 + ) -9 -2 20n2 十 107 


*。 [9n 。 


-HT210RT1T) 

= (28-1)nECN 二 1 二 9 二 1 六 二 (20 十 2013 
二 10n+2)(n2-1)(n+t+1)° z 

一 MY 二 9N4(2084 二 408 十 3002 十 1271 二 2)(2- 二 -17) 

一 AMfN49N EC2084 十 1082) 二 30 十 3012 十 128 
十 2j1(1 二 1) 

— MN':--ON’+10(2n+ In (n+ 1) + 30n (n+ 1) 
二 (3072 十 128 十 2) (2 二 1)(2 十 1) 

= MNi+9N'+10MN’: -30N’ + (30n: + 12n: 
+14n2)(n+1)? 

= MN‘+ON‘+10MN: -30N’ -+-[(30n + 15n:) 
十 27 人 十 14n 十 21(n 十 1)? / 

-MN‘+9N‘+t10MN:+30N:+15(2n+ 1)n 
(下 十 1) 十 27782(8 十 1 六 十 《4 十 2 和 天 十 1 人 和 十 工 / 

-AN4+9V4TI0MNST30N3T15M AN 二 27N: 
十 (14982- 上 -1671 二 27)(2 十 工 ) 

— MN‘--9N‘+1I0MN:+30N: +15MN:+27N? 
十 (14 隋 十 了) 十 98 十 2 (十 ]) 

=MN‘--9N‘+10MN* +30N +15MN?:+27N’ 
(C2 二 1)n(n 二 1) 二 9n(n 二 1) 十 (2n 十 1) 填 1 

MN*+ON‘+F10MN +30N +15MN?:+.27N? 
-7MN-++-9N+M+1 

此 (10) 式 成 立 。 因 而 本 引 理 得 让 。 
定理 1 的 证 明 :， 在 引 理 1 中 取 m==1， 我 们 有 


(1 十 1)、 i=n(a1)= 
:= ] 


所 以 得 到 


7 
i (tiy) 
ff 二] 


在 引 理 1 中 取 m= 2， 上 由 (3) 及 (11) 式 ， 我 们 有 
(2 十 1) y、 人 -上 六 -- \ ; 
; = 人 


-Nar -av 


~N.d+!l_ ly 
| 2 


| 7 Ar 
一 3 hin 


所 以 得 到 
yi = (12) 


f 三 】 


在 引 理 1 中 取 疡 =3， 昌 南 (3) 及 (11)，(12) 式 ， 我 们 有 
(3+1) i nt >) 
t=1 1 ] ;= | 


,。 3 ] ., 
一 人 (7 二 1) 一 oc MN J 


-Nl oN rp- 1 


< < 
A? 
所 以 得 到 / 
2 一 N: (13) 


。 1]168 。 
在 引 建 1 中 有 取 m=4， 
Sa fo 
(4 十 1) -n(nt 1): (a) 2! - ; 
| 1 = ] 二 1 


且 由 (4) 式 及 (11) 到 (13) 式 我 们 有 


AN 二 13 一 oN 411N ly 
6 2 

NIMN: 1) 3N- 2 

= NI (MN+ SN+M 1) 5 3 


1 
2 | 


| i 


TV 1 1 ATA 一 1 a) 
.9 6 / 


| 


| 


全 MN(3N—1) 


所 以 得 到 
MINCN 一 1) (14) 
30 


在 引 理 1 中 取 mmr=5， 县 由 (5) 及 (11) 到 (14) 式 ， 我 们 有 


i 
(5+1) > i 5 n(n 1) Di) 


(3) 
.4 /I 1 = 1 
10 a 10 37, 
— | 4 - -hh 1 N _ NN? 
Nn+t1) 3D TAN(3 1) 1 
?MN- 1N 
b 2 


=N| ,CQN:+2MN+4N+M+1) 


4 
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a 
—, M(3N -1)— 
<) 


ft 


- Fr "} | | 
NN 一 0 ,i ~ ) | 


=N(N:+MN+T2N + ， f+ ， MN— >N 
lar_l ) 
2 . 
= NIN: ln) 
9 / 


= ] N:(2N—1) 
2 
也 以 得 到 
v1is 一 1 CN 一 1) (15) 
:=|] 


在 引 理 1 中 取 wr==6， 且 由 (6) 及 (11) 到 (15) 式 ， 我 们 有 


人 6 、 + "6 a, . 
(0 + nn 1) 2 > -i 
: 
_/b vib) 人 
\ | Ee \5 Le | 


Nt1) — oN‘(2N—1) 一 20MN (G3N 
_loN: _6 一 - la 

=N| LMN:+5N: +3MN+5N+M+1) 
J 


D NT2 9 loMN-1M| 
一 2 2 3 


-- 1 MN(3N?— 3 +1) 

所 以 得 到 
Di = NNGN: 3N +1) (16) 
1 :1 jy 


在 引 理 1 中 取 r=?， 昌 出 (7) 及 (41) 到 0Q16) 式 ， 我 们 年 


(T+ inn 1) i 
ii 上 二 1 人 ,一 | 
| { \ _{ 1 ， ' ff 1 A 9 WE ' 
\ 4 | 2 ~ 1 2 \ 6 ) i 2 i 
se— t 2 MT 39 | 
一 人 (2 十 1) -NC3N ~3N 二 1) 1 


2N DSMNGN-D -SN: 


_- ‘ MFA _ 1 BY 
6 2 
M| ， (2N 3MN?+9N’: 二 44 六 十 6 


Mt)— AN:*~—2MN 一 3 Nf Ni 


DD :ee 


-了 


一 N(N: 一 4 N: 十 2 N 


”1171 ， 


— s NN:(3N:— IN +2) 


-1 * 1 Tr -0 AT 
> ”> -一 -AN? 3N\ 2 —. NN 人 
一 5 4 ( 1 ) (C17) 
在 引 理 1 中 取 m=8， 且 由 (8) 及 (11) 到 (17) 式 ， 我们 有 
站 
(8+1) Di -Pi 十 1)3- 人 ) 2 ) Di 
:二 | 
1 0 \ V 3 9 \ WY / 8 W 
\ 4/ 一 | 一 \ b | 二 
8 Nv 
7) 2 


1 _ 36 
= NO+ID7 — SNA3N: -1V+2) 一 56MN 
(1 十 开 ) 27 (31 2) i 
介 70 了 r I0 
和 N22:— 人 二 | 四 NN ; 2 NV _ 中 1 
(3 3 ) 1 ( 1) an1 N 


N 


1 
2 


"(3N 1) va SANN- 
| 0 
=N|! (MNSLTVS TOMNI LIINI TSMN 
1 A 7 4 了 RAT ~ AT 7 AT ] 
二 7 -1 |) 9 AN f Bh 9 
MN: -8 WN- 2 271 
0 9 


(INV A 9 3 Ar\ 
= MN: MN: + SMN— SA 
2 10 0 ) 


=， UNGN 10Y2+9N 一 3) 
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有 i 以 得 到 
Nis = MN(SNs ~ INN:+9VN—3) (18) 


i'=1 


在 引 理 1 由 下 所 9 昌 由 09) 及 11) 到 8) 式 ， 我 们 有 


2 | AqN\ “0 ov 
AS 日 .. _ 9 _ N | 
(9+1) 2 n(n-i-1) 3) i 


/ 9 ) \ 4 . “0 
| DP | 
”1 的 到 

\ A i 三 1] \ “.} 


Dg 


9 9) 9 ev .， 1 
\ 7 Di 办 


[3 


+ 
严 
, 
了 . 。 
Te PF 
ri | er 


一 VC 二 1) 0 VN(GN —10N*+9N 
—3) -Ni oN\V:— N+ ?2)— MN (3N? 
-3NTD--126NaCN -1) SIMNCGN 

] 30 
nn { _ 
] ) 一 AN 一 MN 加 ] AN 
3 2} 


Eap 


= | 1 (N+ 4MNS+16N + 10MN? 
+o0N2+6MN +8N+M+1) -2MN: 


一 337 AN 一 3 一 5M ,一 2 3 — 7 2 


lly | 
2 2 


=N(Ne— Sve: aN: 


N ) 


Lo ~ 
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] 


= NN 5N’ FE6VY 一 3) 

所 记得 到 
Si = NN 5N:+ 6N —3) (19) 
i = 1 


在 引 理 1 中 取 和 =10， 且 由 (10) 到 (19) 式 ， 我 们 有 
(10+1) yi 


_. ' 41 10 -2 ) 9 加 (0) 1 ,8 一 (了 -1 
n(nd-1) \» 2 3 2 1 i 


-1 一 
了 ON ， OV ， ,9 /10 一， ， 10 " 
-i 0) 7) 人 ) i 


=N(n+1) — NoN:—5N:+6N-—3) — LSMN- 
20 90 
3 2 ; )\ 210 19 2 \T 
[5NS—10N taN -3)— sh (3 和 AN: 一 4N 十 2) 
252M NON2 SN 1) 210Na2N 1 
‘2 MNGN 31Y 十 1) oN (2N—1) 
120MNCGN-1) -NIMN— LN 
23° 4 6 2 
-| » CMN*+9N‘ + 10MNS+30N: +15MN: 


+27N:+7MN+49N -4 +1) 一 YN* _15NVs 


。 174，。 


加 27 Na 加 9 A 1 _ < ATN 1 4 17 AN 2: 汪 6 有 7 A 十 1 Mf | 
5 2 2 3 3 4 


Nl arn DRAr3T LUrnr2 9 与 下 
N(»>MN MN? + MN? — MN+ MM 


= MN(3N‘~10Ns+17N: ~ 15N +5) 
耶 以 得 到 
yi SMN(3N:—10N: +17N* ~15N +5) (20) 
i 


由 (11) 到 (20) 知 道 定理 1 成 立 。 


$33。 差分 表 


考虑 一 个 对 于 所 有 实数 x 都 有 定义 的 函数 1(x)， 我 们 把 
fC0) f01) fC2) 13) fC4) £65) 06) 
叫做 第 一 行 。 我 们 令 在 下 一 行 中 的 数 是 虫 第 一 行 忠 相 邻 二 个 
数 之 差 所 组 成 的 ， 即 ， 帮 1) 一 /07， 帮 2) 一 F1)，83) 一 
f(2), f04)—f03), f05)—f(4)，f(6) 一 1(5)，…， 并 书 
它 为 第 二 行 。 我 们 令 人 Cx)=f(x 十 1) 一 f(x)， 虽 第 二 行 中 
的 数 即 为 If(x) 在 x=0，]，2，… 时 所 取 的 数值 , 我 们 测 它 
做 fx) 的 第 一 次 差分 ,我 们 令 在 第 三 行 中 的 数 是 由 第 二 行 中 
相 邻 二 个 数 之 差 所 组 成 的 ， 并 岂 它 做 第 三 行 。 我 们 令 

Sf ICAIF (KX) = f(x+1)— If (x) 
由 于 


f(x+1)=f(xr+2) f(x-+1) 
Sf(x)=f+1)— f(x) 
而 有 
Af(x)=f(x+2)—2f(x+1) f(x) 
故 第 三 行 中 的 数 即 为 4J:jf(z) 在 *=0，1，2，… 时 所 取 的 数 
信 。 我 们 虽 它 做 Y(x) 的 第 二 次 差分 。 当 :EE 宇 3 时 ， 我 们 令 奏 
k 十 1 行 中 的 数 是 由 第 闵行 中 相 邻 二 个 数 的 次 所 组 成 的 。 
k 之 3 时， 我 们 使 用 归纳 法 来 定 义 人 Jtf(x) 即 为 nf) 
-f(x 十 1) 一 人 MJ-1f(x), -我们 得 LAsf(x) 在 x=0，1，32，、 
时 所 取 的 数值 叫 它 做 f(x) 的 第 & 次 差分 。 我 们 定义 
LAIf(x)= 二 f(x) 并 把 fx) 在 x=0，1，2;… 时 所 到 的 数值 出 
做 f(x) 的 第 0 次 差分 。 我 们 在 书写 一 个 遂 数 的 差分 表 时 ， 当 
我 们 写 到 某 一 行 时 ， 如 果 这 时 出 现 某 一 行 所 有 的 数 都 是 0 ， 
则 差分 表 就 只 需 写 到 那 行为 止 ， 这 是 由 于 从 那 行 以 后 所 有 的 
行 中 的 数 一 定 都 是 0 。 
例 1， 函 数 F(x)=2x: 十 3x 十 1 的 差分 表 中 的 第 一 行 是 
1 6 15 ‘28 他 66 91 0 
这 也 是 A) 肌 第 0 次 差分 。X jx 的 差分 表 中 的 第 二 和 
‘5 9. 13 17 21 25 ~ 
这 也 是 f(x%) 的 第 一 次 着 分。 又 f(x) 的 半分 天 中 的 第 三 行 是 
4 
这 也 是 f(x) 的 第 三次 荆 分 。 [8) 交 分 表 第 
0 .0 0 0 0 0 


革 和 | - : - ”三 二 三 三 - 


芒 也 是 /xx) 的 第 三 次 差分 。 交 党 R24 4 时， 由 /Cs 的 差分 
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中 的 第 尺 行 都 是 (，0，0，…， 即 2x2 十 37x 十 1 的 差分 表 是 
l 6 15 40 了 人 06 9] 


: / 0 0 0 0 , 

在 学 习 差 分 理论 时 ， 我 们 常 要 用 到 下 面 关 于 多 项 式 的 二 
个 引 理 ， 而 这 二 个 引 理 在 噩 等 数学 书 中 都 已 给 过 证 明了 。 

引 理 3， 如 末 1(x) 蚌 一 个 多 项 式 并 存在 有 无 限 多 个 x 能 
使 (x)=0 成 立 ， 则 (x) 一定 是 恒 等 于 0 
，… 引 理 4: 设 1(x) 和 g(x) 是 二 个 多 项 式 而 它们 的 次 数 都 不 
大 于 nn ， 如 果 存 在 有 n 十 1 个 不 同 的 数 x 使 得 f(x)=g(x)， 
则 对 于 所 有 的 数 x 部 有 f(x)= g(x)。 

推论 1， 如 果 二 个 多 项 式 具有 相同 的 差分 表 ， 则 这 二 
多 项 式 应 该 对 于 所 有 的 数 x 都 相等 。 


引 理 5 设 1(x)= Ze 站- 和 次 的 多 项 式 ， 则 


f(D 的 关 分 天 中 第 1 和 全 部 为 0 

- 证明: 我 们 对 站 使 用 肾 纳 法 来 证 明 本 引 理 。 当 2 一 0 时 则 
有 /Co)= 二 go， 由 于 go 是 -一 个 常 锋 ， 故 (x) 的 一 次 差分 全 是 0。 
更 设 对 于 所 有 次 数 小 于 n 的 多 项 式 本 引 理 都 能 够 成 立 。 即 设 ， 
对 于 所 有 次 数 为 kh (其 中 0 过 Re<n ) 的 多 项 式 ， 则 它 的 差分 
震中 的 十 1 得 拿 是 0 ， 当 我 们 删 去 f(x) 的 差分 表 中 的 第 一 
行 后 ， 则 xx) 的 差分 者 中 余下 来 的 部 份 也 就 是 了 (x) 的 差 
分 表 、 于 是 f(x) 的 差分 表 中 区 第 rn 十 1 行 相同 于 AfCx) 的 其 
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分 囊 中 的 第 靖 行 。 我 们 有 
If x)= fr) fl) 
= ,Q(x+1)’— Vv GAS 
六 三村 -二 也 

= allwti )* (21) 

由 二 项 式 定 理 ， 我 们 有 
h ~-] ， 
(s+ t= (Ew = 区 (22) 
i 三 0， 1 / eo.1 和 


由 (21) 和 (22) 式 ,我 们 知道 I/(x) 是 一 个 次 数 壹 n- 1 的 多 项 
式 ， 而 由 归纳 法 假设 我 们 知道 十/ (x) 的 差分 胡 中 的 第 +n 行 全 
是 0， 于 是 f(x%*) 的 差分 表 中 的 第 hn 十 1 行 侈 为 0 ， 故 由 数学 归 
纳 法 知道 本 引 理 成 立 。 : 
现在 我 们 来 考虑 二 个 通 数 P(>) 和 Q(*)， 仿 
fx)=P(x) Q(x) 
由 于 z / 
fxrt1) f(x) 
一 [P(x+1) Q(x+1)— LP) AO(Y)) 
=[P(x+1)~ PX) TIO +1)~ 0) 
子 是 我 们 知道 (x) 的 差分 天 中 的 数 是 由 Px) 和 Q(X) 的 差分 
青 中 相应 的 数 相 加 而 得 到 的 。 我 们 也 可 以 说 f(x) 的 善 分 表 是 
PCxy 和 QC) 的 差分 者 的 和 。 又 如 果 ， c 和 了 是 常数 而 g(X)= 
cx) + dO(Y), 则 g(x) 的 关 分 天 是 由 PCx) 的 差分 寿 中 所 有 
的 数 都 乘 以 c 而 Q(x) 的 差分 由 中 所 有 的 数 都 和 ad 然 后 再 
把 相应 的 数 相 加 而 得 到 的 。  . .、，.;， . .< 
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钢 如 P(X) 二 x? 十 x 十 1 的 差分 家 是 
1 3 7 13 21 31 43 


表 (1) 


亲 Q(X)= 二 x?: 一 x~2 的 差分 表 是 


一 了 -~ 0 1 In 18 28 
Ud 2 1 6 9 10 
2 2 2 2 2 


麦 (2) 
令 g(x) 二 5x: 一 x 一 4， 则 由 于 g(x)=2P(x) 二 3Q(Cx) 而 得 到 
9(《%*) 的 差分 发 是 由 洗 (1) 中 所 有 的 数 者 乘 以 2 和 表 (2) 中 所 


有 的 数 都 乘 以 3 然后 再 把 相应 的 数 加 起 来 而 得 到 的 ， 即 有 
-4 0 14 38 72 116 170 


: ff 二 由- 修 ' 了 on ,~ * : 
7 一 起 地， 我 们 来 考 感 《其 中 R22 ) 个 务 娄 了， 
f(s Xz) 和 个 常数 6， Ce 令 An= 
Ep,” 那么 /(%》 的 尖 分 达 可 遇 户 ()， 记 (22， 
fi(x) 的 差分 表 使 用 相似 方法 而 得 到 的 。 


4; 
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我 们 还 应 该 注意 到 “一 个 测 数 的 差分 琢 是 由 它 的 左 这 让 
着 边缘 的 那些 数 所 决定 的 ”， 也 就 是 说 J(x) 的 差分 表 荐 由 
1(00)，.7100)，: 天 0)，…… 寺 天 过 的 。 
例 2， 请 求 出 下 面 差 分 表 中 的 G，r，55 2， 0，S，150， 
!，d 的 数值 。 


解 ， 由 于 a--?= 一 1 (1 一 3 一 3 一 0， 下 一 0 下 
我 们 有 a 三 1、 r=2, U3，wW 0; 

旧 尘 昌 一 1 一 b 一 ar 一 2，S 一 2 一 3 一 7 一 4 一 3，1 一 5 二 1 一 
4 一 让 一 0， 我 们 有 B 王 3，S 二 JJ，D 一 了 

由 于 c 一 3 王 C 一 8 一 3 一 5，! 一 9 一 ! 一 渤 一 3 而 得 到 c 王 8， 


由 于 d 一 8 一 d 一 c 一 {一 8 而 得 到 d 二 16， 于是 我 们 的 差分 


| 
tk 
Mw 
~ 
Ce 


现在 我 们 来 考虑 -个 nn 次 的 多 项 式 /(x)， 并 设 它 的 差分 


"1805 

直 中 的 左边 边缘 是 es， cl，c.，…，ca，0，0，…, 当 k=0， 
1，2，… 时 ， 我 们 令 (x) 是 “个 多 项 武 而 它 的 差分 表 中 左 
这 边缘 是 (0，0，0，…，0，1，0，0，0，…， 面 在 这 个 数列 
中 只 含有 一 个 1 ， 其 余 的 数 都 是 0， 又 其 中 1 是 在 差分 表 中 
的 第 十 1 行 ， 则 沁 cf (x) 的 差分 表 中 的 左边 边缘 应 是 c。， 
c1，Cz，…，Cn，0，0，…， 因 而 /(x) 的 差分 表 中 的 左边 边 
缘 完全 相同 于 2 cu (x) 的 差分 类 中 的 左边 边缘 。 由 于 差分 表 


中 左边 边缘 完全 决定 了 整个 差分 表 。 因 而 /(x) 和 呈 cr7u( x) 
只 有 相同 的 闫 分 表 。 计 是 对 于 所 有 的 数 x 我 们 都 有 
{0)= Pedfiln) (23) 


上 或 供给 我 们 一 种 表示 式 ， 即 使 用 ff Cx)，f Cx), ,f(xX) 
来 描写 1(x)。 

定理 2， 设 /(x) 是 一 个 7 次 的 多 项 式 而 它 的 差分 表 中 
左边 边 绿 是 cs，ci，c;，…，ca，0，0，…， 则 我 们 有 


/0=Bo() 


证 明 ， 我 们 知道 当 k 宇 0 时 ， 刚 f(x) 的 差分 表 中 的 左边 
进 绿 是 0， 0,…:， 0， 1 ， 0， U，“……， 在 这 个 数列 中 只 含有 一 
个 1 而 其 余 的 数 都 是 0 ,又 其 中 1 是 在 差分 表 中 的 第 十 1 行 ; 
由 于 
(* )= YX 一 1) (一 R 十 1)》 


p21 


» jel， 


故 当 0 所 nk 一 1 财 家 \ 下 )= 0 站] | :是 一个 次 的 多 


项 式 和 ( & ) 一 1 而 得 到 ( 六 ) 的 准 分 表 中 左边 边缘 是 0,0，…， 
0，1，0，0，…， 在 这 个 数列 中 只 有 第 &+1 项 是 1 而 其 余 的 
数 都 是 0 ， 央 而 ( 芝 ) 的 差分 表 中 的 左边 边 缘 完 全 相同 于 
1Wx) 的 差分 表 中 的 左边 边缘 。 由 于 差分 表 中 左边 边缘 完全 决 
定 了 整个 差分 表 ， 因 而 fs(*) 和 ( y ) 具 有 相同 的 差分 表 ， 于 


是 对 于 所 有 的 数 x 我 们 部 有 广 (*) =( 关 )， 故 当 k>>0 时 ， 我 
们 有 
人 
fx)= pp) (24) 
由 《23) 式 和 (24) 式 我 们 短 道 本 定理 成 立 。 
例 3， 请 证 明 
本 2 _ Nn,. {XN 人 x 
x 二 27 9x +2=6( 全) 十 10 人 ) -2(¥) 
证 明 ， 令 f(x)==x? 十 2x? 一 3x 十 2， 刚 我们 有 
f(0)=2, f(1)=2, /(2)=12, 1(3):=38, f(4)=86, 
f(5)=162, 
于 是 f(x) 的 差分 表 是 
2 9 12 ?38 86 162 
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由 于 f(x) 的 次 数 是 3 ， 故 六 zx) 的 次 分 表 中 左边 边缘 是 2，0， 
10，6，0，0，…， 故 由 定理 2 ， 我 们 有 


z 1 (0)=6(* )+10(3 )+2( 说 ) 因 而 本 例题 得 证 。 
引 理 6， 设 (x) 是 一 个 nn 次 的 过 项 式 ， 则 存在 有 唯一 的 . 
常数 数列 cu， di1, Us, “9 a; 使 得 


f(x)= as(F) (25) 

成 立 。 / 
证 明 ， 由 定理 2 知道 存在 有 一 个 常数 数列 a6，al，…， 
an 使 得 (25) 式 成 立 。 现 设 还 存在 有 另外 一 个 常数 数列 5b,,，b.， 


Ss (a:—b)( ¥ )=0 (26) 


0 过 km ( 其 中 0 万 mm 过 n ) 时 ， 我 们 都 有 
as 二 bx， 出 (26) 式 我 们 得 到 
于 (一 bf = (27) 
在 (27) 式 中 取 x 王 由 十 1、 则 得 到 cm =pnyi， 故 由 数学 归纳 
法 知道 当 0 反 R 和 时 ， 我 们 都 有 a 二 6， 因 而 本 引 理 得 证 。 
引 理 7， 对 于 非 负 整 数 妈 和 4? ， 我 们 都 有 


(人 
AI NT 1]， 


证 表 ， 当 好 一 0 讨 ， 由 于 ( 9)=1=( 1 ) 而 有 ( 名) 一 ( 祁 ) 


| 8。 
\， _ / \ 

当 m 之 1 时 则 有 ( 名)=0，( 1), )=0， 故 当 m 之 0 时 ， 我 
们 有 | 四 
GY AT 、 

= - (28) 


国定 一 个 m， 我 们 对 n 进行 归纳 法 来 证 明 本 引 理 成 立 。 当 + 
二 0 时 ， 则 由 (28) 式 知 记 本 引 理 成 立 。 | 
”现在 我 们 假设 当 0 拓 ?< 时 本 引 理 都 能够 成 立 , 则 我 们 
有 


V+TI ~ 
(Ek) 
oom/ ro/ \ 1 
ja Ne 
i li ]\ 
m1/ 1m J 
=(7 2) 
NI 二 


故 本 下 理 对 于 入 十 1 也 成 立 。 因 而 由 数学 归纳 法 知道 本 引 理 
成 立 。 / 
定理 3， 设 Fx) 是 一 个 次 的 多 项 式 而 它 的 将 分 表 中 左 
边 边 综 是 cj cj，c:，…，cw， 0，0，…， 则 对 于 任 一 个 正 
整数 杂 ， 我 们 都 有 和 
im Rad) 


_ 证明， 由 定理 2 和 引 理 7 才 人 有 


A 有 7 1 
= Ee) . 


= 一 gh 


故 本 定理 成 立 。 
例 4， 设 m 是 一 个 正 整数 ， 请 证 明 


bt (+ 14( "1)+36(" 1!)+2d( 下 二 了 


证 明 ， 设 f(x)=x*， 则 由 于 f(0)=0,，f(1)=1, f(2)= 
16,f(3)=81，f(4)=256，f(5) 二 625，f(6)=1296. 从 而 
得 x 的 差分 表 

0 1 16 81 256 625 1296 


0 0 
由 定理 3 ， 我 们 有 
Be) )+ae("T) + 1) 


放 本 例题 得 证 。 
例 5;， 竣 mm 是 一 个 正 整 数 ， 请 证 明 


rn" gaunt 


=- 小 1 ) 


十 120( 6 


证 明 :， 设 fx)=x*， 册 由 f(9)=0,，f(1)=1，f(2)= 


“ 185， 
32, f(3)=243, f(4)=1062i, f(5)=3125, f(6)=7776. 
(7) 二 16807，… 而 得 到 x ?的 差分 表 
0 1 32 243 1024 3125 7776 16 
1 31 211 781 2101 46531 9031 


DD 
[| 


30 180 570 1320 2550 4589 
150 390 750 1237 1830 
240 360 480 600 


由 定理 3 ， 我 们 有 


一 5 -一 "1) ("tL | 50( "+ 1) ml) 


+120(™ 1) 


6 
故 本 例题 得 证 。 
例 6， 设 mm 是 一 个 正 整 数 ， 请 证 明 


一 -1 、 -7 FF- _ 2 二 
Sy" ke (1)+62(™ » +340 "7 )+1560(" ) 
和 本 站 


+1800( +1200 7 1) 


证 明 ， 设 x)=x", 则 由 (0)=0, 1) 三 1，F(2) 二 
,1(3)=729, f(4)=4096, f(5)=15623, 1(6)=46656, 
je 17a /1(8)=262144,，…， 而 得 到 x 的 差分 表 是 
0 1 64 729 4098 15625 46656 117649 262144 ，… 
1 63 665 3367 J]1529 31031 70993 144495 ，… 


* 186， 


62 602 2702 8162 19502 39962 73302 个 
040 2100 5460 11340 20460 33540 
15360 3360 5880 9120 13080 

1800 2320 3240 3960 
129 720 720 


0 0 
由 定理 3 ， 我 们 有 
一 1 7 
Be) srsme lt) 
-| (HT 
+1800( . jr 7) 
故 本 例题 得 证 。 


例 7?7， 设 所 是 一 个 正 整数 ， 试 证 明 


和 m+1) 人 (1 m1) 
> =( 2 |) 126(": )+1806( 并 


和 于 品 
+8400(™+ 1 +1e800(™ 1 )+15120("+ 1) 


ml z > 


+ 5040( 8 


证 明 ， 设 f(x)=x'， f(0)=0, f(1)=1,，f(2)=128, 
£(3)=2187, f(4)=16384, f(5)=78125, f(6)=279936, 
1(7)=823543，/(8) 三 2097152，… 而 得 x 的 差分 表 是 
.0.1 128 2187 16384 78125 279936 823543 2097152 ， 

1 127 2059. 14197 61741 201811 543607 1273609 . 

126 1932 12138 47544 140070 341796 730002 … 


1806 10206 35406 92526 201726 388206 
8400 25200 57120 109200 186480 ，… 
16800 31920 52080 77280 …: 
15120 20160 25200 …: 
5040 5040 … 
0 ，， 
出 定理 3 ， 我 们 有 


Spi = ("1) 120( "1): 1806(™ +1)+8400(™ 
A FF 。 


十 16800( 下 ) 二 1512 2 二 5040( 六 ) 


6 、7 
故 本 例题 得 证 。 
例 8 设 m 是 一 个 正 闽 数 ， 试 证 明 


9 ke ("3 )+25 4 +sroe(™ Ht ) 


丰 空 站 4 
十 40824( 二 十 126000 (™ 本 ] 二 191520( 二 
二 141120( + 1 10320( 9 


证 明 ， 设 fCx) 王 xs， 册 1(0)=0，f(1)=1, /(2)==256， 
f(3)=656], f(4)-=65536,1(5)=390625, 1 (6)=:1679616, 
1(7)=5764801, ff(8)=16777°16,，f(9)=43046721,， 向 
得 和 的 差分 表征 

0 1 256 6561 65336 390625 16766346 5764801 16777216 430406,21 人 


1 255 6305 58975 325089 1288991 4085185 11012415 26269505 . 
254 6050 52670 268114 963902 ?79619! 6927230 15257099 …- 


-188 。 
5796 46620 213444 69778g 1532292 44131036 33329598 
40824 18602824 484344 133150 2233741 4198824 
1260090 317520 0590160 Tif249 1900u30 
191520 332b4dy Dliysy 7335840 
141120 1314140 241/uU 
40320 40320 


0 

由 定理 3 ， 我 们 有 

“Ig "+ 十 1， C 

> k= =( 254( , )+5796(™ 1 

Al 加 m1 ml 
: D, 1 | " 

+40824( 5 )+126000( 6 )+191520( 7 ) 
+141120( PT | 10320( "| 


故 本 例题 得 证 。 

例 9， 设 mw 是 一 个 正 整 数 ， 请 求 出 也 R 各 民 RPR 各 等 
于 多 少 ? 

解 ， 设 /(x) 二 x*， 可 以 用 问 样 的 方法 来 进行 计算 , 但 计 
算 量 很 大 ， 需 要 较 长 时 间 来 进行 计算 。 现 在 我 们 把 结果 写 
出 来 。f(x) 的 差分 表 中 左边 边缘 的 各 数 为 co。=0，c1=1， 
cs=510, cs=18150,c,=186480,cs=834120, ce=1905120, 
C1 二 232848)，cs 二 1451520，c, 二 362880， 故 由 定理 3， 我 
们 有 


sy _ /m1l\,.- ms Wn 
> = )" 510( 3 18150( "1 


MT oo m1\ /nit+1 
+186480( 5 j 833120( 6 /+ 1905120\ 7 ) 


。 189 ， 
十 2328 1 8 14515 20 二 362880( 10 ) 


设 g(x)=x'"， 也 可 以 攻 同 样 的 方法 来 进行 计算 ， 但 计 
算 量 更 大 ， 需 要 更 长 的 时 间 来 进行 计算 。 我 们 也 把 计算 的 结 
果 写 出 来 。g(x) 的 差分 表 中 左边 边缘 的 各 数 为 co=0,c;=1， 
cC ,=1022， Cc,=55980, c=818520。 cs,= 5103000， ce = 
16435440, c;=296352006,. cs=30210000， cy 一 16329600， 
cio=3628800， 帮 由 定理 3 ， 我 们 尾 


1 十] vannnf 十 二 
35103000( 6 


< 王 


+818520( 


+16435440( "7 | 十 29635 200( | ) 


十 1 、\， 1 十 并 

十 30240000( 0 ! + 16329600( 0 ) 
十 3628800 | ) 

故 本 例题 得 解 。 


8$4， 我 们 的 新 计算 方法 
定理 4: 设 # 和 x 都 是 正 整 数 ， 又 设 
wn= 和 cn D(¥ ) (29) 


其 中 c(n， 站 是 一 个 与 条 利 | 都 有 关 的 常数 ， 出 我 们 有 


»* 90。 

cn, 0)=0, cn, 1): 1, cn, 72). 11 《390 ) 
又 当 1 科 1[ 委 0 一 1 时 ， 罗 我 们 人 

cn, DD)=ilic(n—m—1, DD)+c(n—1, /~—1)] (31) 


证 明 ， 由 于 (6)=1,(29) 式 和 当 /二 1 时 有 ( 9 )= 0 而 得 到 
0=0"= c(n, 1) Le 0)， 世 我 们 有 

cl(n, 0)=0 (22) 

由 于 ( 0 )= 1 (1 )=1，(29) 式 和 当 [>>2 时 . 有 ( })= 

0 而 得 到 1 =1" = 立 o(n， D){ 1 )=en, 0)--ctn，1)， 故 出 


(32) 式 我 们 有 
cn, 1) = (33) 
当 1<s1<sn 一 1 时 ， 由 (29) 和 (32) 式 ， 我 们 有 


Den D)(¥ )= Deln, D{ YT )=x" = 


"i x 8 一 x 
一 一 | 一 ，。 ( 二 一 AN 一 一 ~ 一 | 
CC ) ) | ) A Kn 1 , Dx( 1 / 


全 


n 一 | * 
= 5 cr], DO(+x-)(Y) 
:三 全 ， 


= lc(n- ] ， D(Y )+ eln—l1, Dx—D(Y) 


\ 


"= / Fe 
~—0++ ,ic(n—1, D(Y i 2 (ltl1)c(n 
1 二 '=0 


/ 
一 1， DT ) 


A 


191。 


村 


二 ， 
十 > (十 DCT 一 1, D( ~. 】 
” = 所 全] 


| = fi 


了 
中 
+ 


) 
)+ le 1， /一 ] 儿 
) 


1 / 
二 CC 一 1 一 1 1 ) 
1 


{i= 
YN 
-ncnm1,， nO—] )( ;， | 


~ 1 


= lictnm1, Dienom1, 7 一 ] 了) 


rm, 
mm 


十 GCC 一 工 2 一 TD ) (34) 
比较 (34) 式 两 边 束 得 到 
C(N, Nn)=nc(n~], nn~—1) (35) 
当 1<1<n 一 1 时 ， 比 较 (34) 式 的 再 边 我 们 有 
cnnD)=Iec(n m1, Dic(n—1l, 一 1 (36) 


电 (33) 式 和 反复 用 (35) 式 我 们 有 

cn, fn)=n(n—l)c(n—m2, no—2)=. 

—=n(n om—1):.2c(1:1)=in1 (37) 

夏 由 (32)、(33) 和 (37) 式 我 们 知道 (30) 式 成 立 ， 由 (36) 式 智 
道 (31) 式 成 立 ， 所 以 本 定理 得 证 。 

定理 5， 设 m 和 都 是 正 整 数 ， 则 有 

证 明 ， 由 (29)、(30) 式 和 引 开 7 ， 我 们 再 

he :- > Beln, D) ) 


， 192 。 


= >,c(n, DY) 
/及 -| 
一 >》 CO D( 本 
因而 本 定理 得 证 。 
现在 我 们 利用 上 面 的 结果 来 求 1 所 nn 10 时 ， Dk 的 公 
式 。 
在 (38) 式 中 到 x 二 1， 并 出 (30) 式 ， 我 们 有 
4 
> Re(1， 可 , 1 (39 ) 


在 (38) 式 中 取 # 一 2， 并 由 (30) 式 ， 我 们 有 
半天 一 c(2， 1)( 十 ce(2， 2)( ) 

=(" "+2 1 (40) 
在 (38 ) 式 中 取 " 一 3， 并 由 (30) 和 (31) 式 ， 我 们 有 


yhs =: Cc(3, D 和 e322) je(3,3) 人 ( 全 
页 吓 】 2 


一 9 十 ! 1 of | n 了 人 
( +2LC(2, ] ) + cl(2.27)\ 3 十 上 4 / 


、 2 
=(™+ 1 ， Wi i\ 人 nt 1 
二 21- 2 狼 +6 4 ) 
/71 - \ 六 + + 
ee ) 0 


。 193。 
在 (38) 式 中 取 n=4， 并 由 (390)，(31)，(41) 式 我 们 有 


V4 1 十 | rinat 1 " 了 ) 
2 D2 ) eta, tel(4,3) 


十 CC， 1) ) 


| ‘) 二 2Lc(3， 1)—c(3, 2 +3 3L¢ "(3,2) 


7 


=("， 上 -2(1 十 6 十 366 二 6 Wi 
24( "EE) 
六 | fp] 。 \ fm ~1\ 
人 和 - Eee +36 +2il | (49) 


在 (38) 式 中 取 n=5， 并 由 (30)，(31)，(42) 式 我 们 有 


n+] _ m-t- 1 Ln 
k= cl5, DWEL) tes 2 ) res ,3)(™7 ) 


te(5, DE )+els. ("EE) 


= ("7 ') +427c(4,1) 4e(d) 2)]( "4! )+3Le(4,2) 
fH, - Vn 3 m1 \ 
十 C(4，3 ) 外 1 ‘(4,3) Fc 4) 1\ 5 | 


1 十 下 
+401 ( 、 
“0 


,194 ， 


~ i 十 | o 4 1 7 ~ 1 \ {on / rl -~ 1\ 
( 9 T2114)\ 2 /17 3(14- 36 狼 J ) 


171 一 - 


tA(36T24)( TE) tx24( 人 


+120(™ 0 ) (43) 
在 (38) 式 中 取 n 二 6， 并 由 (30)，(31)，(43) 式 ， 我 们 有 有 
2 ke=c(6, D(H) -ce(6， 2 十 c(6， 3 


+eC6,4)( Wo | tec6,5)( 可 和 二 0c 6. 5) ("+ 
\5 


= )+2rels, 1) -i-c(5,2) 1 )+ares, 2 ) 


"1 


十 CC5， 3)]( 二 JLce(5,， 3) 十 c(5,4)] 


+5[c(5, 4)-+c(5,5)] 


=("$ 1!) _9(1 二 30)(™! "+3(30+ 150)(™ 1 ) 


("Ee)) 


+61(™ 1) 


7 


二 4(150 十 240) 人 (全 上 5240 120)( ®t ) 
+6x120(\ 


=" 1 16") 1 51( "1)+ 1560(™ +1) 


| 


A 


。 19， 


十 i800(™ . +720( ) 
f / | 


在 (38 ) 式 中 到 8 一 7， 开 由 (30)，(31)，(44) 式 ， 我 们 从 


Dk =c(7, TD - 1)+ CL(7. 2 ) ce(7, 3)(™ 7 ) 


十 CC7， (T+ +e(7,5)( "EE! el7,6)( "7 ) 
Lc(7, ("8 ) 
= 人 (人 ) 二 2[e(6， 1) 4.c(6,2)1 攻 人 二 3[e(6， 2 ) 


二 +c(6， 3) 3" )+ tc. 3)-+-c(6, ("EE 


m1]\ 


十 5Lc(6，4)-Hc(6.5) ( 8 


j 十 6 c(6, 35) 


+c(6, 6) (0 J, 7 


一 (十 20 二 62) (+382+540)( TL) 


+4(540+1560)( [下 二 at 


二 6(1800 十 720) "7 7 x 720( ) 


一 AN 4 ry | 下 - ‘| | / -i = 
__ (2 ) 126." : !) L806(" [十 8400 人 1 
/7 十 1 -on 十 1 nd-1\ > 
1 人 全 | ~ 于: 2 A ~ 
十 - lc -04 6 及 \ 7 } +5040( 8 1 ( 42) 


. 1On ee 
在 (38) 式 中 取 n 二 8， 并 出 (30)，(31),，(45) 式 ”我 们 有 


~ ){ , \ 
A 


m+] - /n+1l\ /mi\ 
+e(8,0)( ; per L jTCC8， ;6) 人 7 


/mi1\ 
to(8.7)( "tH) )+e(g,8) ™ | 


i )- , 
二 3.C07，2) 


JJ 7 


=(" I++2[e(7， 1)-c(7? 2)1: 


+c(7, 3)](™ 1) -ie(7.3) 二 cf7， 0D") 


+5re(7, 4)+e(7,5) 3" + GLc(7, 5) 


十 C(7，6) 1 十 7.c(7，6)--c(7， 7)(” a) 


jo,/m+1\ 


=("H1)+2(1+126) ™, ml +3(126+1806)(™ +1) 


pao oo nt) sca 16800)(™ 1) 
a 
十 6(16800 十 15120) 7 )+7(15120 
十 5040) 8 xX 5040( "4 1 


= ("tl) 254(" 1) +s796("t! )+40824(" ) 


187。 


A 1 7 + 
二 126000 下 191528 EE 


1320 9 (46) 
在 (38) 式 电 取 n=9， 六 由 (39)、(?1)，(46) 式 我 们 有 
cn hr=c(9 1 i et9， -In 1 -0(9,3). "1) 
i \ ; / “人 3 9) 4 


to0M) i tod "ep ') rede, 6) +) 
J 


+c(9,7), 8 (ret9.8) 0 9 1 ) tet9, 9)， m 


A .. 
lac, 1)+e(8.2)] "7 )+3c(s, 2) 


toa, ITT) 4 8 ) 
一 7 1 _ 

十 5.C48， 4 十 C(8 二 6 c(8. 5 ) 

十 CS 6 Tree(8.6)- 上 cc(8.7) 3 ?人 


4 
十 8!1c(8， 7) ec(8.8) +a ) 
= +2(1+254)| ps ari!) 


十 4(5796 十 40824)1 1) 5(40824 


LT ‘1 
+ 128N00)/ "7 | 十 AToGAGn 二 1913520) 7 
. . : 4 


" 198. 


/11 十 工 
十 7(191520 十 141120)  ， ) 十 84141120 


+40320)( "5 rgx 10320(m 1) 
_/m+l1 1 二 人 ‘mtil\ We 
=( 2 ) +5 1 ”3 十 19150， 1 1864801 
nn: mil < nf 8 十] oa 3 十 1 
334120 二 19n5120( "7 ) 二 2329480 9 ) 
+1451520! + 20 ‘380( mt | ( 147) 


在 (38) 式 中 取 n=10， 并 出 (30)，(31)，(47) 式 ， 我 们 有 


S Ri 一 c(10， D et 


re 


ef 


+c(10, 3)(® 1 )+e(10, TE) 
十 C410， 5 


+1\ m1\ 
s+ello, 6)( ) 
十 c(10， DR telil, 8) 


+e(10, 9){ Tl 


0 )+cGln， 10)! 


=("?! Ni) +e(9, 2) 


J+2fe(9, 1)+c(9,2)] 
‘p41 | 1- 
+e(9, 3)J(™ HI) 十 人 TcC9，3) 十 (9 4 ) 


+5rc(9，4) 上 +c(9.5)] TH)+ore(9, 5) 


本 


\ _ “六 
+-c(9, 6)](™ 7 1 二 7 ct ‘6})-—C(9,7). TE Wp 


+8[e(9, 7)+e(9,8)1 mi) Tc(9, 8) 


+c(9. 9) rior m1) 


== ll 1 
\、 2 


“十 


3 ! +3(510+- 18150): | 


)+2(1+5 10) 
十 4(18150 十 sot80 (mt 1 5(186180 

/ +834120) (m1) +6(834100 -19143100) m+ 1) 
+7(1905120 十 232848D) 六 1 二 8(0232848， 
+1451520) “9 )+901451520 + 352880) "1!) 
+10x362880{ "1) 


\、11 7 


9 十 1 | :ml\ on 二 1\ -onf m+l1 


+5103000(™ 1)+ 16435440(™ 7  )+29635200(™ 1!) 
+30240000(™+ 1 二 16329600| 0 


十 3638800( (18) 


bb 
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习题 
1, 当 nn 汪 1 和 区 沁 1 时 ， 
令 


人 nn 二 1 iSmn(n) = 2 Em, 人 X 
4 


jx)=1， fx)= il. 


2x’—8x 十 17 


fii(x)= 6 


也 当 1< <5 时 我 位 有 


SD ,1 .1(n) 一 ~ 天 


2 . 当 # 过 1 和 mr 疡 1 时 ，- 
令 


x 一 20Y 十 10 


- ] _ 3X 一 4x 二 2 
3 fj 6 | 


(49) 


2f 111( 友 ) 


4 
令 开 二 N(CH 十 1) 人 而 Sm(n) 二 于 和 ,又 


. . 2 
f(x)=1, f(x)— | felxY)= 3 7 之 


9 


3 10X2 -gx 一 
fix) 一 SX 一 2 + 


15 


3 
fi x) = 3x° ‘10x 十 173 


?x 一 195x 十 5 


Ce 


11 


风 当 1 志 1 志 5 时 我 们 有 


Sn)= (2 1) Ra) 


b 


、201 ， 
3 , 当 1 之 1 时， 令 交 一 HI 二 1) 而 mn(DD 二 > Rn 又 全 
上 ] 


-D 六 ww 网 aa , nl 
fis(x) = lr 十 374x T1180x 十 1382< 一 691 


105 
了 15 《 X ) 
_3x 一 24X 十 112 一 352x 十 718x2 一 840x 十 420 


19 (51) 


则 当 6 所 1 夺 7 时 我 们 有 


S$,,,,(n) = Lf 1 +1 (NR) 
-1 4 


4, 当 nn 汪 1 时 ， 令 大 =n(n 十 1)， 而 Sa(n) 二 呈 和 又 令 


和 去 ] 


_ 105x 一 525xX: 十 1435x3 一 2360x2: 十 2073x 一 691 

站 (一 
459 

(52) 


3x “一 21x “十 84X+ 一 220X 十 359Y: 一 315X 十 105 
fi xX) 


13 
则 当 6 所 1[ 专 7 时 我 们 有 


9 (YY) 一 2m a ful#) 


5, 当 n 之 1 时 ， 令 二 nn(W 十 1) 而 Sn 人 (0) 一 和 pm 又 令 
“= 1 
fie(x) =s(15x' —140x*+770x5—29304t+ 7595x: 


一 12370x?: 十 10851x 一 3617) (83) 
则 当 mm 二 16 了 时 我 们 有 


。 202 ， 
SCn) = (2n+1)N/ ia) 
i® - f 
6. 当 #1 时 ， 令 二 二 n(n 十 1) 而 Sn(z) 一 > Ra 又 令 
k= 1 
Nix)= (10xT 105xe +660x7— 2930xt +9114x: 
) 


~—18555x: + 21702x— 10851) (54) 
则 当 坟 二 17 有 时 我 们 有 


Nf1-(N) 
S17 (nN) ， Si 
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第 一 音 

1. 证 明 ， 我 们 将 使 用 反 证 法 来 证 明 二 习 
题 。 

假设 存在 有 一 阶 麻 术 方 阵 ， 设 其 如下 图 


| i 
则 出 三 阶 黎 术 方 阵 的 定义 ，a:，d,，u，aj 应 
该 满足 下 面 的 条 件 ， 1 入 ws 委 4 (其 和 一 1，2， 
3，4 ) ， 且 当地 /时 also (其 由 5 7 一 1，2， 
3，4 ) ， 又 应 有 


Qi11-a,=a,+ad, (1) 


9 十 G3 一 05 十 G， (2) 


将 (1) 式 的 两 边 分 别 碱 去 (2) 式 的 两 边 ， 我 们 这 


。 204 。 
a,— is~ Ud, ~ Ud, 
即 是 
Q ,= 
这 与 os 闪 as 发 生 了 矛盾， 故 不 存在 有 二 阶 麻 术 方 阵 。 因而 本 习 
题 得 证 。 
2 .证 明 ， 由 三 阶 魔术 方 阵 的 定义 ， 这 九 个 数 是 1,2，3， 


…，9 ”其 和 为 1 十 2 二 3 十 … 9 一 309 二 1 一 45。 将 1，2， 


3，…，9 这 九 个 数 排 成 三 行 ， 每 行 三 个 数 ， 但 每 行 中 的 三 个 
数 的 和 一 定 都 是 相等 的 ， 所 以 每 行 中 的 三 个 数 的 和 为 -全 -一 
15- 

我 们 首先 看 一 下 1 和 9 能 不 能 放 在 方 阵 的 中 间 。 若 把 : 
居中 ， 剩 下 来 的 八 个 数 都 在 1 的 周围 ， 则 2 一 定 与 1 处 于 同 
一 行 ( 或 同一 询 或 同一 条 对 角 线 ) 里 ， 但 1 二 2=3， 因而 与 
它们 处 于 同一 行 〈 或 同一 列 或 同一 条 对 角 线 ) 的 另 一 个 数 应 
为 15 一 3 二 12， 而 三 阶 魔术 方 阵 中 没有 12 这 个 数 ， 所 以 1 不 
能 居中 。 又 著 把 9 居中 , 则 剩 下 来 的 八 个 数 应 置 于 它 的 周转 ， 
则 8 一 定 要 与 9 处 于 同一 行 ( 或 同一 列 或 同一 条 对 角 线 ) 里 ， 
但 8 十 9 二 17， 这 已 经 超过 15， 因 而 9 也 不 能 居中 。 

现在 我 们 设 a 届 中 ( 其 中 2 过 a 志 8 ) , 则 剩 下 来 的 八 个 数 
都 应 在 它 的 周围 ， 因 为 Ge 关 9, 所 以 我 们 可 以 取出 9 来 ,9 一 定 
与 a 排 在 同一 行 (或 同一 列 或 同一 条 对 角 线 ) ， 我 们 又 设 与 
9 和 a 在 同一 行 〈 或 同 -- 列 或 同一 条 对 角 线 ) 的 另 一 个 数 为 
b( 其 中 1 志 b 志 8 ) ， 则 应 有 


PALS 
15==09 二 aT+b>9 rai1l=10+a 
即 是 
QE (3) 


为 一 方面 ， 当 a 居中 时 ， 因 为 4 二 1， 所 以 我 们 又 可 以 取 
出 1 来 ， 它 一 定 与 a 处 于 辐 一 行 (或 同 ~- 列 或 同一 条 对 角 
线 ) ， 我 们 设 与 1 和 a 处 于 同一 行 〈 或 同一 列 或 同一 条 对 角 
线 ) 的 另 一 个 数 为 c〈 其 中 2 过 c 过 9 ) ， 则 应 有 
15 一 1 十 Ga 十 c 委 1+G 十 9 一 10 十 0 
即 是 
| 0G 之 8 《4) 
用 (37 和 (4) 式 ， 我 们 立即 得 到 c=5。 故 本 习题 得 证 。 
3. 解 ， 我 们 设 四 阶 魔术 方 阵 为 


| 
Cll | 012 | CI3 a 
a21 | a2% | 0 3 G24 
| 
Q31 G32 | 0233 034 
a41 ;03 | a3 | at 


由 四 上 阶 魔术 方 阵 的 定义 ， 应 该 有 1 过 ay 委 16 ( 其 中 i，j=1， 
2，3，4 ) 、， 并 旦 每 一 行 ( 或 每 一 列 或 每 一 条 对 角 线 ) 上 的 四 
个 逆 的 和 为 


16(16+1) 
1+24+34%+16.. 2 16x17 34 
i 4 8 


现在 我 们 假设 存在 有 本 习 世 所 给 出 的 形式 的 四 阶 魔术 方 
阵 ， 即 若 有 ai 一 2，ais 一 3，a21=:4， 则 我 们 有 
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各 
2 二 Te 十 Go 
中 十 
Qs 十 G1 20 (5) 
da1 二 0 一 28 (6) 


在 1 到 16 这 十 六 个 数 中 ， 丙 数 (其 中 这 两 数 是 不 同 的 ) 

之 和 等 于 29 的 有 
(i) 13- 二 -16 或 14 十 15 

在 1 到 16 这 十 六 个 数 中 ， 西 数 (其 中 这 两 数 是 不 同 的 ) 
之 和 等 于 28 的 有 

1 12+16 或 134-15 
但 q1s，ays，G3:，Q41 这 四 个 数 两 昌 静 不 相等 ， 因 而 在 (让 )) 式 
中 出 现 了 的 数 不 能 在 (让 ) 式 中 也 出 现 , 洗 则 例如 ai;，aus 取 13 
和 16， 而 a:: 和 ac 取 12 和 16， 僻 出现 a 4 二 16 二 qa41， 这 与 qi 二 
04! 韦 盾 。 因 此 as，au，as，a 取 数 的 可 能 只 有 al 和 ay 取 
14 和 15 (或 15 和 14 ) ，ay, 和 a, 取 12 和 16 (或 16 和 12 ) 。 

由 于 2，3，4，14，15，12，16 都 被 取 为 a1!:，ais;， ac， 和 
ai，al，asi，dil， 因 而 从 1 到 16 这 十 六 个 数 中 只 剩 下 1， 
5，6，7，8，9，10，11，13 这 九 个 数 了 ， 其 中 最 大 的 两 个 
数 之 和 为 11 二 13 =24， 

现在 我 们 来 证 明 a,; 和 和 a3; 部 不 能 够 取 为 1 。 耕 则 , 若 os 取 
为 1， 邮 有 

0 1 十 CC、 十 G:3 十 0 一 4 十 G 十 1 十 0 


e。 2 < 


二 5 十 tay “| .YT »t 


印 ] 

Ga 一 5 一 29 
这 | 最 大 的 丙 工 六 之 各 为 21 率 慎 , 所 以 a.; 不 能 
取 1。 多 党, 取 为 1 ， 则 直 


Ql2F Mos dao da da 十 1 十 Gy 
= 3 小 GQ,, "da 一 34 
a 
dad,» 十 Qs, 二 3i 一 1 二 30 
这 也 与 剩 下 的 数 中 最 大 两 个 数 的 和 为 24 耶 盾 , 所 以 a;, 也 不 能 
到 为 1 。 因 而 ac 和 as 只 能 取 5，6，?7，8，9，10，11，13 这 
八 个 数 中 的 西 个 数 ， 故 有 
Ga 十 4 全 DT 
多 由 于 gi 宇 14，ai 守 12，gys 十 Qsyo 祈 11， 有 所 以 我 们 有 
Gal 十 Gao 十 Qos 十 Gis 让 1 十 11 二 12 一 37 
这 与 四 阶 魔术 方 阵 的 对 角 淫 上 的 四 个 数 之 和 应 为 31 发 生 矛 
盾 ， 所 以 不 存在 有 本 习题 中 给 出 的 形式 的 四 阶 魔术 方 阵 。 本 
习题 解 完 。 
4. 解 ， 我 们 在 四 干 九 个 小 方 补 的 上 面 瑟 上 从 1 升 始 到 
49, 然后 我 们 根据 杨辉 的 " 九 子 笑 排 " 改 成 “四 十 九 子 斜 排 ， 
了 怠 得 到 图 (1) 
在 图 (1) 中 居 上 的 有 1，8，2，15，9，3， 居 下 的 有 47，41， 
35，48，42，49。 然 后 再 根据 杨 这 的 “上 下 对 饭 ”， 把 1 调 
到 33 的 上 面 ， 把 8 调 到 40 的 上 协 ， 把 2 遇 到 34 的 上 上 面 ， 把 15 


me 


， 28。 


机 
1 
2 .i ti- 
i151 9 3 
22 le 0 a 
Em 
43 \ 37 31. 25 19 13 7 
8 14 | 
5 ， 39 3 27 | 21 | 
| 46 | 40 | 34 | 2 | 
4 / 41 35 
8 
‘9 
多 《1 ) 


调 到 47 的 上 面 ， 把 9 调 到 41 的 上 面 ， 把 3 调 到 35 的 上 面 ， 就 
得 到 图 (2)。 

然后 再 把 图 (2) 中 居 下 的 调 到 上 面 去 ， 把 47 亩 到 23 的 上 国 ， 
把 41 调 到 17 的 上 面 ， 把 35 调 到 11 的 上 面 ， 把 48 调 到 24 的 上 
面 ， 把 42 调 到 18 的 上 面 ， 把 49 调 到 25 的 上 面 ， 这 这 样 就 得 到 图 
(3)。 

入 后 我 们 来 进行 “左右 相 更 ”， 届 左 的 有 29，36，43，37， 
44，45， 届 右 的 有 5，6，7，13，14，21.- 现 在 我 们 把 居 左 


AR 
* 209 ， 
I 
12 ,16 10 |4 
i 
| 36 0 / 24 : 18 12 6 
区 7 3 7 
| 44 81 32 1 26 0 14 
了 5 21 
6115 40， 9'34 28 | 
4 5 
2 
19 | 
四 (2 
本 
9 23 48 17 ER 
6 0 2 18 2 6 
43; 37 / 1 19 3 7 
a “38 32 1 26 20 4 
: 关 | -一 
457 39 2 “21” 
z i 
6 "15 "407°9 34” 3 0728,) 
。 0 


的 29 讽 到 芋 的 右边 去 ， 把 36 调 到 18 的 右 远 去 ， 把 43 调 到 25 的 
右边 去 ， 把 37 调 到 19 的 右边 ， 江 44 调 到 26 的 在 边 ， 把 45 调 到 
27 的 右边 ， 这 样 就 得 到 图 (4)。 : 


2l0。， 


加 《4) 


然后 诅 把 图 (4) 中 居 右 的 疡 改正 这 去 ， 把 5 网 用 23 的 左边 ， 
把 6 调 到 24 的 左边 ， 把 7 调 到 25 的 左边 ， 拒 13 调 到 31 的 左边 
去 ， 把 14 调 到 32 的 左边 去 ， 把 21 谓 到 39 的 左边 去 ， 这 样 就 得 
到 图 (5)。 
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、 “在 图 (5) 中, .由 于 / 
22 十 47 十 16-r41 二 10 十 35 十 4 一 175 


5 十 234 48 二 17 二 4 二 11 上 2 二 173 
30 二 6 二 24 十 49 十 18--36-12 一 1 
13 十 31 二 7 十 25 十 43 十 19 二 37 二 1 
38 十 14 十 32 十 1 十 36 二 44 二 20 一 175 
21 十 39 二 8 二 33 二 2 二 27 一 全 :=175 
46 十 15 十 40 二 9 二 34 二 3 二 28=175 
22 十 5 十 30 二 13 二 38 二 21 二 46 一 175 
47 十 23 十 6 十 31 十 14 二 39-15 一 175 
16 十 48 十 24 二 7--32-8 二 30 一 175 
41-F17 十 49 十 25 十 1 十 33 十 9 一 1 
10 十 42 十 18 十 43 十 26 十 2 十 34 
35 十 11 二 36 十 19- 二 44 二 27 十 3 二 175 ， 
4 +294 1287 20. 45+28=175 
2 
4-11 十 18- 
所 以 图 (5) 就 是 下 
“5., 证 阴 . 
由 于 | 
64 十 2 上 3 十 61 十 60 十 6 十 7 寸 57 一 260 
9 十 55 十 54 十 12 二 13 十 51 十 50 十 16 二 260 
17 十 47 十 46 十 20 十 21 二 43 十 42-24= 260 


Ee 
= 
-er 
et 
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49 十 15 十 14 十 52 十 53 十 11 十 10--56 一 260 
8 十 58 十 59 十 5 十 4-+62 二 63 十 1==260 
64-9 十 17 十 40 十 32 宁 41 十 49 十 8==260 
2 十 55 十 47 十 26 二 34 十 23-15 二 58 二 260 
3 十 354 十 46 十 27 十 35 二 22 十 14 十 59 二 260 
61 十 12-20-=37 十 29 十 44 十 52 十 5 一 260 
60 十 13 十 21 二 36 二 28 二 45 十 53 十 4 一 260 
6+51 二 43 十 30 十 28 一 19 一 11 十 62 二 260 
7 二 50 十 42 十 31 十 39 一 18 一 10 二 63 一 260 
57 十 16 十 24 二 33 二 25 十 48 二 56 十 1 一 260 
64 十 55 十 46--37 十 28 十 19 十 10 二 1 王 260 
57 十 50 十 43 十 36 十 29 寸 22 十 15 十 8 一 260 
所 以 本 习题 中 给 出 的 图 是 一 个 八 阶 魔术 方 阵 。 

6 .证 明 : 四 四 

由 于 

47 十 58 十 69-+80 十 1 十 12 二 23 十 34 十 45 一 369 

57 十 68 十 ?9 十 9 十 11 十 22- 一 33 十 44 十 46 一 369 

67 二 78 十 8 十 10 十 21 十 32 十 43 十 54 十 56 一 369 

77 十 7 十 18 十 20 十 31 十 42 十 53 十 55 二 66-=369 

6 十 17 十 19 十 30 十 4]1 十 52 二 63 二 65 十 76 一 369 

16 十 27 十 29 十 40 十 51 十 62 二 64 十 75 十 5 一 369 

26 十 28 十 39-L50 二 61 十 72 十 74 十 4 士 15 一 369 

0 十 8 十 49 十 60 十 7 十 75 十 3 十]4 十 2 一 609 

37 十 48 十 59 十 70 士 81 十 2 二 13 十 24 十 35 二 369 
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47 十 57 i:-67 十 77 十 6 二 16226 二 36 寺 37 二 369 
58 十 68 十 78 十 7 十 17 +427--28 十 32- 187:309 
69 十 79 二 8118 二 19-+292 39 小 19 二 3539 一 369 
80+ 9 二 10 十 20 二 -30-+-40--50- 寺 60 十 70 二 369 
二 11 二 21 十 31 十 41 十 5 二 61 十 71 二 81 一 369 
12 十 22 十 32 十 42 十 52 十 62 二 72 十 73 十 2 一 369 
23 十 33 十 43 十 53 二 63 二 64 十 74 十 3 十 13=369 
34 十 44 十 54 十 55 二 65 十 75 十 4 十 14 十 24 二 369 
45 十 46 二 56 十 66 二 76 十 5 二 15 十 25 十 35 一 369 
47 十 68 二 8 十 20 十 41 十 62 十 ?4-14 十 35 一 369 
45 十 44 十 43 十 42 十 41 十 40 士 39 十 38 -37 一 369 
所 以 本 习题 给 出 的 图 是 一 个 九 阶 魔术 方 阵 。 
7 ， 验 证 方法 与 第 6 题 一 样 。 
8 :验证 方法 与 第 6 题 一 翌 。 
9 ， 证 明 ， 由 于 = 二;==1 和 下 ,二 3, 我 们 有 FF 十 下 ,= 
1 十 l= 上 一 1 二 Js: 一 1， 鼓 Mn 二 2 时 (0) 式 成 立 。 现在 我 们 
假设 当 n 二 k( 其 中 & 宇 2 ) 时 ，(i) 式 成 立 ， 即 有 
站 十 下 十] 
而 来 证 明 当 n= 二 k& 十 1] 时 (i) 式 也 成 立 。 由 本 章 书 中 的 (3) 式 ， 
我 们 有 / 
Fi+F,t + P+ Fi = Fl+P,, 
一 站 十 下 一 一 
故 当 2 一 &A 士 1 时 (i) 式 也 成 立 ， 而 由 数学 归纳 法 扼 道 (i) 式 成 
Yo 
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由 于 1 了 一 2 和 三 ,=3， 我 们 有 
下 十 下 一 1 十 2 一 3 一 三 ， 
坡 当 ?一 2 时 ，(《ii) 式 成 立 。 
现在 我 们 假设 当 #=R( 其 中 & 关 2 ) 时 (0) 式 成 立 ， 即 有 
Fi+Fst.+F,-1=P.,, 
而 来 证 明 当 n= 十 1 有 时，( 二 ) 式 也 成 立 。 
由 本 章 书 中 的 (3) 式 ”我 们 有 
十 百 十 .十 五 ,十 相 | 
= Ft Ft PF ,+h 
一 上 
下 有 8 一 R 一 1 时 (ii) 式 也 成 记 ， 而 由 数 社内 组 法 知道 (i) 式 成 
亦 。 胡 本 习题 得 证 。 
10. 证 骨 ， 42 六 2 上 时， 由 本 齐 习题 9 的 Ci 式 我 们 有 
十 请 二 十 (7) 
将 (7) 式 的 两 边 分 别 减 去 本 但 习题 9 (ii) 式 的 两 边 后 ， 再 使 
用 本 章 书 中 的 (3) 式 就 得 到 
FPF,+F+ tPF,s= PF, Fn—l=F,.—!l 
故 (i) 式 得 证 。 
”将 本 章 习 题 9 中 (ii) 式 的 两 边 分 别 减 去 本 题 中 的 (i) 式 
的 两 边 后 全 使 用 本 蔓 书 中 的 (3) 式 就 得 到 
一 于 已 一 下, 十 十 本 一 尼 
= ,nl1l=—f .+1 (8) 
在 (8) 式 的 两 边 都 加 上 ;s,s;, 后 册 使 用 本 章 书 中 的 (3) 式 就 
得 到 


Ft, FF st+h,, 
= nF] = ,tl (9) 
当 久 这 4 及 于 是 偶 籽 时 出 存 () 式 中 坡 2= 泪 能 够 知道 (11) 
起 碟 这， 向 油 1 全 4 及 下 龙 奇 数 有 时， 则 在 (9) 式 中 取 n 二 - 一 
就 能 够 知道 (过) 式 也 成 立 。 因 而 本 习题 得 证 。 
11 ,证 湖 ， 由 于 了 二 站 ,二 1 和 让; 二 2， 我 们 有 
f+ =1l+1=2=F,F, 
破 当 1 二 2 时 ， 本 习题 成 立 。 
现 没 沼 n 二 k( 其 中 2) 时 ， 本 习题 成 立 。 即 有 
站 
而 来 证 明 当 # 一 R 十 1I 时 本 习题 也 成 们 。 
由 本 章 书 中 的 (3) 式 ， 我 们 有 
Ft+Fit tPF = PtP 
=(Fin)Ft PF)=7;../,,, 
战 当 w= 二 十 1 时 ， 本 习题 也 成 六 。 因 而 由 数学 归纳 法 知 道 本 
习题 得 证 。 
12. 证 明 :， 我 们 将 对 严 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 本 习 题 成 
立 。 由 于 ,二 了 ,二 1 和 本 音 书 中 的 (3) 式 ， 我 们 有 
FoF t FPF,=F, +h, = F,, 
”大 当 m= 二 1 时 本 习题 成 立 。 由 证 丰 ,一 1， 下 ,一 2 和 本 章 书 中 的 
(3) 式 ， 我 们 有 : 
FF Pa =F 2 = Fa -Pat+hs. 
=PFntid tn fr, 
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故 当 和 = 王 2 时 本 习题 也 成 立 。 
”现在 我 们 假设 当 m 一 k 一 1 和 mk ( 其 中 k 宕 2 ) 时 本 习题 
都 成 立 ， 即 有 
Fa iis= Fa Ft PF, 
和 
Fass = Fn Ft FoF 
出 本 章 书 中 的 (3? 式 及 将 上 面 的 两 个 式 子 的 两 边 分 别 加 起 来 ， 
我 们 就 可 以 得 到 
Fionn=Fa sts. 
一 下 
一 (十 (CE 十) 
一 大 二 
玻 当 m= 二 8 十 1 时 ， 本 习题 也 成 立 。 因 而 本 习 症 得 证 。 
13. 证 明 ， 在 本 章 习 是 12 中 取 产 =2 一 1 则 我 们 有 
Fiat=Fr = Fa tPF 
故 (i) 式 成 立 。 在 本 章 习 题 12 中 到 m=n， 再 使 用 本 章 书 中 的 
(3) 式 ， 则 我 们 有 
下 一 下 十 
= (Fi)(F,, +F,.) 
=(F, mF, (Fart+ Fr-) 
= FF. 
故 (ii) 式 成 立 。 由 (i) 式 和 本 音 习 题 01， 我 们 有 
Fai= Ft PF, 
四 
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= PsP FF 
故 (iii) 式 成 立 。 在 本 章 习题 12 中 取 m an 得到， 
Fn= Fn Fant FaF,n. 
=FaPntPFrFoai—l 
故 由 (i)， (i) 和 本 章 书 中 的 (3) 式 ， 我 们 和 有 , 
Fn= (Fa Fin — Fin ) (Pa) (Ft+ EF?;,) 
=Fa— Fi+ (Fn (Fat Fi,) 
FF Fi 
上 故 (iv) 式 世 成 立 。 因 而 本 习题 得 证 。 : 
14. 证 明 ， 我 们 将 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 (1) 式 成 立 。 
由 于 
Fi FF 一 下 一下) 开 =1 一 2 一 (一 1 
圾 当 n=1 时 (让) 式 成 立 。 / 
”现在 我 们 假设 当 #==k( 其 中 hi:1 ) 时 ， (i) 式 成 立 ， 即 
有 . 
: 一 有 一 
由 本 章 书 中 的 (3) 式 和 上 式 我 们 有 
站 
=(F,,,) (Ft F,. DP dP +Ren) 
= Fi + Pf;,, 
(Di 四 
故 (i) 式 当 n 二 hk 十 1 时 也 成 立 ， 而 由 数学 归纳 法 知道 (i) 式 成 
由 于 FF 二 让, 二 1， 忆 ,= 二 2， 关 ,= 二 3 知道 当 n= 二 1 和 w= 二 2 时 
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《ii) 式 可 成 立 。 
更 在 我 们 假设 当 n 二 & ( 其 中 k 宇 2) 时 (二) 式 成 立 ， 其 
FIF,+P FFPF, tPF = PF, 
由 上 式 和 本 章 书 中 的 (3) 式 ， 我 们 有 
FF FFF FF, Pu Fst FPF on 
+F , PF,:., 

= PP FF, Pts 

=PF. (PF ) FF, 

一 六 二 

=(F, tPF, (Ph,.,) 

= HF?,(,.) 

放 当 n= 上 二 1 时 (二 ) 式 也 成 立 ， 因 而 由 数学 归纳 法 知道 (11) 式 
成 立 。 所 以 本 习题 得 证 。 

15, 证 明 ， 由 二 F=f,=1. ,=2, FF,=3, Fs=5, 
知道 当 n==1 和 % 一 2 时 ，(1) 收 鼎立 。 现 在 我 们 假设 当 n=k (其 
中 k 宇 2 ) 时 (i) 式 成 立 ， 抒 有 | 

FF PFE Ft TB =F -1 
由 上 式 各 本章 书 中 的 (3) 式 ,我们 有 

FF FFs th, PF. tPF. Fo, 
i 和 

= Fi + 0 。 

FD) FF oo) PF-l 

= PF, Fre ts ,i 


(FF 二 已) 一 
| . 
故 浸 R=R 十 1 时 ，() 式 也 有 成立 。 罗 而 由 数 池 时 去 知道 (i) 让 
成 立 。 
由 半 F =, 二 1]，,=2， 玉 ,二 3， 王 ,二 5， ,二 8 敌 道 
当 n 生 1 和 n=2 时 (二) 式 都 成 立 。 现 在 我 们 候 设 当 %= 名 (其 中 
k 之 2 ) 时 (ii) 式 成 立 ， 即 有 
RE 十 (到 一 1 有 二 2 二 (p43 
出 了 上 式 和 本 章 习 题 9 中 的 (1) 式 .我 们 有 
(RTF +ERP 十 2 
=khP, +k), Pf bk, 
二 二 Pi! 
= (ki3) 二 
= od F(R 二 1) 
一 上 一 (人 人 十) 
故 当 =R 二 1 时 (0) 式 也 成 立 ， 因 而 册 数字 归纳 法 知道 (10) 式 
城 立 。 
当 m= 二 1 时 ， 显 见 (ii) 式 成 立 。 现 在 我 们 假设 . 染 m= 有 
( 其 中 1 时 (333) 哉 咸 立 ， 妈 有 
Pr Pn i 
日 本 音 习 题 12 和 上 起 我 们 有 由 
Fa y= Pn Ent Ful np 1 
破 当 w= 十 1 时 ， 《iii) 志 戌 立 及 洒 出 妆 尝 归 纳 法 知道 ji 
式 成 立 。 所 以 本 习题 得 证 
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16 .证 明 ， 由 二 Li=1,， 上 ,=3，F=0，Fi=F,=1， 
,=2 知 道 当 n=1 和 n=2 时 (i) 式 都 成 立 。 现 在 我 们 假设 当 
n 二 hk 一 1 和 n 三 kh( 其 中 8 大 2 ) 时 (i) 式 都 成 立 ， 即 有 

Li=F- th 
. Li=f ,ith,.) / 
当 hk 守 2 时 有 Ls, 二 Lr 十 Lt-1， 让 四 上 面 两 个 式 子 和 本 章 书 中 
的 (3) 式 ， 我 们 有 
有 一 上 二 人 -1 
= 十 太一 十 了 
一 下 十 五 二 
=F,+ Fi., 
因而 当 n=k--1 时 (i) 式 也 成 立 ， 故 由 数学 归纳 法 知道 (i) 式 
成 立 。 

由 本 章 习 题 13 中 的 (ii) 式 及 本 题 的 (i) 式 和 本 章 书 中 的 
(3) 式 我 们 有 
.Fn=F? Pn : 

=(Frni— Fn)(Pniit+fn-!) 
| =Ln(Fs,,— Fa-)= LnFn 
故 ( 二 ) 式 成 立 。 加 

由 于 ,二 2， 太 = 二 5，F6=8，Fs 二 21， 故 当 n=1 和 "二 
2 时 ，(i 讶 ) 式 成 立 。 现 在 我 们 假设 当 n==k( 其 中 hk 宇 1) 时 (iii) 
式 成 立 ， 即 有 


pat ppt pa Bat 0) 


恒 “ 
i 
(~ 
[ 


多 当 R 空 1 时 则 由 让 莹 书 趾 的 (3) 玉 我 们 有 
fs +1) 汪 2 = 


一 上 i 
Dk 


= tt Fs, 
= ?oP (11) 
由 (10) 和 (11) 式 ， 我 们 有 
FPetFs+ + Fl) 


= fl +F,., 
2 


一 2F SR T Fs t+2 1] _ 
0) 


| 


Focgryz—l 
2 


即 (iii) 式 当 #=R 十 1 时 也 成 立 ， 故 由 数学 归纳 法 知道 (iii) 式 
成 立 。 因而 本 习题 得 证 。 


17.(i) :证明 ， 当 4#=1 时 ,由 于 1.2= .1.2.3 故 当 n=1 


时 (1) 式 成 立 。 
现在 我 们 假设 当 n= 二 一 1( 其 中 8 宇 2 ) 时 (10) 式 成 了 并， 虽 
假定 


1.2 十 2.3 十 十 (R 一 1)R 一 sk—1).k(k+1) 


则 当 a= 时， 由 归纳 法 的 假定 吉 
1.2 十 2.3 十 3.4 十 和 (K-T :天 十 R(R 十 1 
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一 (一 1 有 (二 1) 十 天 (十 
加 1 
一 RCR 二 Da CR | 


= RCR 十 1)CR 十 2) 


好 当 % 二 k 时 (Gi) 式 也 成 并 。 故 出 数学 妇 纳 法 知道 (i) 式 对 任意 
的 正 整 数 n 都 成 立 。 
(ii》 证 明 ， 设 f(m)=0” 十 (a 十 1)”"。 沂 #9 二 9 内， 
f(0)==a? 十 a 十 1。 故 当 n 二 0 时 ， 命 题 (0) 成 立 。 
假定 命题 (ii) 对 于 n= 二 =k 一 1 成 立 ， 即 假定 
(az 十 G 十 1) 1 /(k—1) 
则 当 # = 二 kN 
fkR)=ar' :+ (at+1) 
一 Qat+i 十 (a 十 1)*'(a 二 1)*7! 
一 gratii 二 (a 十 a 二 1):(a+1)*"! 二 a(a 二 1)”*7 
=afat'!+(a+1)*11+ (a tatli)(at1) 
-一 af(R 一 1) -az 十 G 十 1)(3 十 1) 
出 归纳 法 假定 ，(az+ae+1) | f(& 一 1)， 所 以 由 上 式 可 知道 
(ar+a+1) | fC&)， 即 当 n 二 & 时 ， 命 题 (ii) 也 成 立 。 故 由 数 
学 归纳 法 知道 命题 (ii) 对 任意 非 负 整数 n 成 立 。 
(iii》 证 明 ， 当 nr= 1 时， 调 十 o= 一 ai， 故 (ii) 式 成 江 。 
又 车 go，g，…，onr 中 有 一 个 等 于 0 ，(iii) 式 显然 也 成 羡 ， 
关 此 可 已 假 设 


| 
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0<alAq an (12) 
区 中 1 王 an 则 所 有 的 aj(I 二 1，23，…，n) 都 相等 ， 容 易 验 
证 (1) 式 化 时 也 成 立 。 所 以 可 以 进一步 假 没 gan。 
”现在 我 们 来 作 归 纳 法 假设 ，*in 二 一 1( 其 中 之 2 ) 时 ， 
(iii) 式 成 立 ， 即 假定 


(Gia, so Qe.. 1 ) sl :所 ( 13) 


则 当 n = 二 RE 时 


bp 
~ hl k=] 


GTGz 十 人 十 
R11 ] 

出 假设 a1 过 an，、fi 二 及 (12) 式 可 尖 
Qt (kDa 


Om 于 


AR 一 1 ~ ko] l 
所 以 (14) 式 右 端 两 项 光大 于 0 ， 将 (14) 式 两 边 乘 方 &(h=*2) 
次 ， 并 且 利 用 不 等 式 
(a+b): atkar hb (k22, a™~0, b>0) 
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〈 这 个 不 等 式 用 数学 归纳 法 很 容易 加 以 证 明 ) 得 到 
Gs t+ 十 Qs 
2 


-me  -J 一 


- (人 “十 Ga-1 ) R(t YE 
一 ~ 六 hp 


hb— 1 
Qj 二 QQ 
i ) 
\ i 


由 当 纳 法 的 假定 (3) 式 成 立 可 知 上 式 右 端 宇 Q1as0…a，、 也 以 


1 
上 1 2 一 [了 : 


即 当 ?一 RA 时 ，(iii) 式 也 成 立 . 故 由 数学 归纳 法 知道 (iii) 式 对 
任意 的 正 整 数 ” 都 成 立 。 到 此， 本 习题 得 证 。 


第 二 章 


1 . 解 ， 我 们 人 
(人 - 10x9<8 .10x3xX4<120 

1 x” 人 

:16 16 


、 7 
本 一 


42D。 


的 志 14x13x12x11xX1i0x9. 


、 一 一 一 7Xa3 和 XILX<a 
b 1X2X3X4XSXH 


一 003 


个 24 人 个、 -3xX7xXxX13x11=3003 


(3)= 15x14xX13x12x11. 
1X2X3X4X5 


2 .证 明 ， 我 们 有 


(* )= 一 Hi ! 1 (二 和 (nD! i 
rr rm) Or 一/ 
i (7) (1) 
六 一 | 
(n\n 
\r/ ri(n-—r)! pr \ri(n—r 1) 
人 
nr\ 7 
3 .证 明 ， 我 们 有 
多 (2 ) hh C20) 20D)! 
Nn 二 1]、? Nl Cn): (n+t1)1(n—1)! 
/9 
| 
~ \n— |) (2) 


目 (1) 式 我 们 有 


2 2 120 一 1 1 -- | nC 1) 
jn (nln \n—] - 
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| -rk Pp a Pee re 


( 2 ‘fen—1\ nl (2n— 1)i 
1 十 1 全 1 TF nr 


Cal)! 2n—l\ 
rn -2)1 N11 


好 是 


(01)= 2 一 1 1 1 /en\ 
\ 2 二 1 Rl /1 中 二 1 全 7 


因而 得 到 


/2n\ _ /2n /21 : 
ain) )= (1 本 (3) 


下 (2) 和 (3) 式 ， 本 习题 得 证 。 

4 .证 戎 ， 我 们 有 
\ = nl ni 
} | 


A Bl BE1n—mR)r 


1 《天 人 1) 
on -| (k++ Dn hk)t 


2 一 1 
ni-i 1] 


故 (i) 式 得 证 。 我 们 又 有 


= ] —- | 十 1 
Nn] : 本 
< : 
ly | | | \ 
7- 1 i 


= ln 


no] 
hh 
人 十 了 
履 人 ii) 式 成 立 。 由 此 可 知 本 习题 得 证 。 
5 .证 明 ， 和 宇 本 章 书 中 的 (17) 式 时 到 q=:14+4 


则 有 
1 一 (1 十 x 一 一 (Cw) 区 
有 ED、 
3 \ z 
i (— | Of , ix*(] 十 站 


他 OW 。 


几 二: 一 ~ 局， 
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故 本 习题 得 证 。 

6 .证 明 ， 我 们 有 

Qt) (Div (ix) (x) 


ee 
下 


1 _ ( _. XX) 1 
一 二 1 -| 1 用 
(人 


故人 (ii) 式 成 立 。 
.7 天 一 . 
当 k 之 n 时 则 由 于 ("7 1 )=0 及 
A nn \ ， A ff 7 \ 
二 (, 人 一 二 之 一 1) (pi 


一 


故 (i 式 成 立 。 

当 1 生 Rs 和 14 一 1 时 ， 则 由 于 比较 (ii) 式 中 二 边 六 的 系数 就 
知道 (1) 式 成 立 ， 故 本 习题 得 证 ， 

7 .证 表 ， 我 们 有 


二 | ~ Nx ， 
一 | 一 1 - RX / ] -1 Ac 
\ 1l+nx: 上 1] + nn.c 


(ll 1 
BA 八 1 二 Fr: ] + nx po \ k 1 -Nx 


四 n\_ vf 1 ~、 -Sk 
全 (10) \] nx ] + nx ko 


4 


-| ki i 
1)( 1) 各 1 儿 | 


* LL * 


\ 下 Cs 一 TD 有 ) 
< 


k>0 “1+tnx/ EI i 


族 本 习题 得 证 。 


8 .证 明 ， 当 n= 二 fr 时 最 见 (i) 式 成 立 ， 现在 我 们 假设 (1) 式 


对 于 #%= 时 (其 中 V2r) 成 立 ， 即 有 


由 上 和 式 和 本 间 书 中 前 (17) 式 我 们 和 有 有 
Ni EY /r+k\V, /N+l 
2 “re 2 j++ r ) 

‘N+1\, + tl 
r 二 +1/ 
Ni 
rr 二- 

故 由 数学 归纳 法 知道 (i) 式 成 六 。 又 我 们 有 

hOBTICB + 2)= MkCh 1) Ck—2) 


9 RCk— 1) Ch-? 


(3 
3! 3 


_avil/3+hkY_ a vi /3+k)\ 
| 3 /= 2 3 J 


=6 


9 .证 明 ， 由 本 章 习 题 8 中 (i) 趟 我 们 有 有 


2 RCR 十 1)(R 十 2》 (kt) = 治 RCR--1)… (k—r) 
上 二 ss 三 r+] 


一 (Cr 二 TD SN R(R— 1).. (Rr) 


- -一 -一 一 


R 二 r+! (7 二 1) 


— (7 二 1)1 站 ( 
| ) 1 


-DR 


13 
Gr Dy 二 1 
一 = 广 - 二 了 》 1 和 
( 人 二 0 "十 1 有 


一 Cr 二 TD + 1]\ 


"2 / 


所 以 本 习题 得 证 


| 


ee 


R 
s/n )=(®) (nk (一作 
人 rm 十 2 lm-h 和 1) . 
/ny [jn--ki+l 并 
| )- (| 


” = -1 。 ml 1 
天 —1 一 \ 
= 机 本 S 1 pe 
1 £1l\ fe 一 - A 2 NB 1 


-一 1 n ， An i CE | ) ' A | : " \ 和 
\/ m1 (1) hl/ 


\ mi/ \ 
/nn , S 7 一 -大 1 n- 1 十] 
二 Ml’ nl/ 
(nn (i) 
i ‘io—1, A |]—R; 1 nn—pk--1 


nN— (mG—1) 
m— (ni—1)—1, 


RAT TAN _ Ai 1 1 
m/\ k / RP)! (一 让 3 


1 (2 4) 
mi(n mm)! (R73) OF Ri) 


=-( 二 [4 
1 一 mm 
所 以 我 们 有 


Vy k yf 1 _ ( 大 7 1 一 1 _ 7 1i \ i IT 
和 Ek 《一 人 3 /一 \h. 1 


Ta 
oh 


a 和 \ YY 天 上 所 ni . = 
NN 人 ， / \ 
| ne | i i -1- 1 
/eo Fk Ti 
“ 
#7 
一 1 工 “ 1 2 | 
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故 本 习题 得 解 。 
12. 证 明 ， 将 mm 时 ， 由 于 mA 时 ， 有 ( =0， 故我 
们 有 
一 一 Ej 1 mf —- 1 
(1) (= | = 二 (一 1) ) 
故 当 n 志 m 时 ， 本 习题 结论 成 立 ， 
现在 设 0 万 m-<n， 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 此 时 本 习 
题 的 结论 也 成 立 。 由 于 (一 1)" =1= (~1)"(" 了 1!) 而 得 
到 当 m 二 0 时 ， 本 习题 结论 成 立 , 现在 我 们 假设 0 委 M -< 而 当 
m 二 计时 ， 本 习题 的 结论 成 立 ， 即 有 z 
一 一 二 
CD 人 DY ) 
则 当 m 二 MM 十 1 时 ， 我 们 有 


(一 Df = (一 DR 二 (DT (gl) 


= -一 | 7 攻 一 ] | YY NM: 1/ 1 ) 
CD + Dp 


所 一 


一 (一 1 | 上 1)- " M )] 


-i 
即 当 i 二 朋 填 1 时 ， 本 习题 绽 论 也 成 立 ， 入 自用 和 归纳 法 得 期 
本 习题 得 证 。 
13, 江 有 骨 ， 我 们 对 4 使 用 数学 归纳 法 ,出 "0, | 1 = 1 
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Wl or), 开 当 nn 二 6 时， 本 可 是 题 结论 成 立 。 现在 我 们 假定 


当 g 二 入 《其 中 玉宇 0 ) 有 时， 本 汪 胃 结论 成 立 ， 即 有 


> (宝生 = (" 十 Nl!) 


则 当 n 二 NN 二 1 时 ， 由 上 式 我 们 有 


+ mt) en /m+k. oo /入 十 : +1) 
z 二 ( R /A fe 人 、 人 十 ] 


_im+N-1l,, /mtiN+i+l 
NN ; TT .人 十 1 ) 


_ /m+ (NN -1) -1 \ 
i Nl 


/A 


所 以 当 4 二 NN 二 1 时 、 本 习题 结论 也 成 立 。 故 本 习题 得 证 。 
14, 证 明 ! 我 们 对 ?使 用 数学 归纳 法 ， 由 于 (下 )=~ 
(一 (区 ) ， 故 当 na 下 时 ， 本 习题 结论 成 立 。 现 在 我 
们 假定 当 ?=-N ( 其 中 < 入 ) 时 ， 本 习题 结论 成 立 ， 即 有 
( r )=(r7 i) 


由 上 式 ， 我 们 有 
(FE)-(E)+( 


-OH 


/N+tI)+IV / m ) 
7 十 1 / :+l 
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波光 = 二 1 时 ， 本 习题 结论 世 成 立 。 拓 入 本 习题 得 证 。 
5 .证 明 ， 当 R0 租 和 二 二， 我 们 先 证 明 


A NF /v1 -tk 
Om 人 


NFO /N+ 
上 于 ( 人 二 1 0)， 帮 当 k=0 时 (4) 式 成 立 ， 现 


3 p=K (其中 太 ) 时 ，(4) 式 成 立 ， 则 有 


4 
/AN Tm N+ 人 人 +1 
、， = 1 J+( 大 十 1 


| 


{N+ITAY /N+K+l\ 
四 人 AN K+1 / 


由 二 入土 1 肝 (4 和 式 也 成 立 ， 玻 由 数学 归纳 法 和 詹 道 (1) 式 成 
下 面 我 们 再 用 数学 归纳 法 来 证 明 本 习题 的 结论 正确 。 


南 于 (1 一 xz) ss = (®t, 玖 当 x 一 0 时 本 
习题 结论 正 涌 。 现 在 假定 n= N ( 其 中 NN 之 0) 时 结论 正确 ， 


由 有 


-I 
-Hi.o 


vi RN 二 
(1—x) ~ > ]x 


则 当 # 二 入 - 导 时 ， 由 (人 D 式 我 们 有 


(Cla) N(x) N11—x)-! 


of S- 四 -上 1 3 ) ( 一 a 
| “和 
NA 人 ; \ / 


| ， | 
kk 二 4 m= irt 本 ， Js 
i A > 1 ，， 
帮 几 数学 归纳 法 知道 这 可 晤 证， 


加 (C1) lr) ?1 ( 
《5) 陈 左 冰 的 汝 升 趟 吕 
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n A SS i o,f Vy 
(1 二 Xx) (1~—x) i i . 上 A 
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和 国人 1 


rr | ! \ { $1 \ 1 + ~ a * 1 , 
法 是 1x 1 [i . 和 让 人 0 -1 i \ , i > { b ) 2, 


出 本 亲 习 题 13， 得 到 (如 六 训 备 扩 厂 式 为 


f "li 册 下 二 1 


nt RN 
一 3» 7 (5 >》 ， 本 | ) | 2 | ) 
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A 二 4 fv 本 / 


其 中 x" 硕 的 系数 为 > (一 人 


\ 和 2 、 7 / 


出 比较 (5) 式 两 边 展开 式 中 的 x* 项 的 系数 可 得 本 习题 结论 成 


a 


pp 


Yo 
17 证 明 ， 妆 ;x= 二 % 时 ， 我 们 有 


RR) DD = )(") 1)"*"==1 C6) 


当 m 之 2 汪 ， 我 们 诅 


( Fe )a 二- CC -Tn -一 am li 


nt 


。236 ， 


1 Dead 
mm! 


= Ly 1 “ 
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Jn) (7) 
在 (7) 汇 中 令 x= 一， 
A 村 \ mm 

本 人 7 (—1) 
由 (6) 式 和 上 式 ， 我 们 知道 本 习题 得 证 。 又 车 在 (7) 式 中 令 
x 三 1， 则 可 得 到 本 章 习 题 11 的 男 一 种 证 明 方 法 。 
18 .证 明 ， 本 由 章 习 题 15， 我 们 有 


(1—Xx) "= 2 alt) (8) 


-0 = (9) 
GO (10) 
由 (8)，(9) 和 (10) 式 我 们 有 
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= (1— Xx) "(1— xX) 


人 


比较 上 式 两 边 x”"“! 项 的 系数 ， 我 们 有 


e 23。 


HU 


( 一 — (一 人 人) 

人 | / 
AAA 一 OA (二 一 (im 二 1) 
= 1 \ rn /、 | )+ 


tn +t 


故 本 习题 得 证 。 
19., 证 明 ， 由 二 项 式 定理 ， 我 们 有 
D(C) tl) 
i 三 从 
/AAS A 
= 儿 忆 | ke ) x)* ) 


比较 上 式 两 边 中 x* 的 系数 ， 我 们 有 
当 3m 为 奇数 时 ， 左 边 没有 x 的 奇 次 项 ， 因 而 我 们 得 到 


OED 


+ DD™ 


AN 


-、 /nn LL 
SE) 11) 


当 绍 为 偶数 时 ， 则 有 


一 
| 
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11 、 EE 1/ ,1 半 1 \ / 7 :| ， 
. 1 只 一 - 1 . } | 
(pi ‘ ) \ 0 -A in 并 \ 1 “Ni 1. 
9 
' 7 i 7 、 ANT 了 
| ,| : 
: NT A 1 了 1) 
= DT 
ET A\m—k | 


由 (1) 种 (12) 式 ， 题 得 证 。 


第 三 章 


1 .证 天 ， 我 们 使 用 肥 
假设 存在 一 种 分 法 ，， 
镍 1 夺 m 志 的 正 整 数 m， 
的 元 聚 个 煞 二 an， 则 这 
元 素 个 数 硅 (a,- 
一 CC 十 十 G 
这 显然 和 假定 有 aa, 二 

相 蔬 盾 ， 因 而 本 习题 得 证 。 

2 ,证 明 ; 要 证 明 本 
各 去 证 明 (a 一 1 了 (a; 一 2).… 
中 至 少 有 一 个 因子 是 偶数 即 可 。 

从 工 询 ?7 
7 个 是 偶数 ， 


(Gemi1™ 


(12) 


法 来 证 骨 杰 习题 。 
人 
我 们 都 有 第 mn 个 集合 
个 集合 所 包 


D+ (0 D4 


饮 僻 含 的 全 说 
十 《CQGn 一 - ] ) 


er ~ ] 


"+ an— Nn--1 个 元 素 


习题 的 结论 正确 ,我 们 只 


(28 十 1)) 


十 1 这 2 十 1 个 连续 自然 数 中 ,有 
有 m1 个 起 可 笋 。 义 因为 1,0,， 


2 十 1 的 更 列 ， 故 世 有 
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mm 个 偶数 各 六 二 下 主 数 。 认 此 a ，0，，Qzm， 1 的 站 十 
个 奇 笋 ， 腾 才能 三 ]，2,， 2 二审 的 吉 个 偶数 配对 ， 而 
各 下 的 一 个 村 名 呈 能 与 1，2，…，2iw 寺 1 人 
对 ， 不 奶 设 这 一 对 为 @ 与 寺 (其 中 1sSis229 十 1) ， 夏 a: 一 i 
为 偶数 ， 所 以 本 习题 得 证 。 

3. 证 明 ，4 中 共有 10 个 元 索 ， 故 4 的 所 有 子 集 合 的 个 数 
六 29 一 1024， 除 去 空 集合 与 在 身 之 外 , 尚 有 1022 个 不 同 的 
正 空 真子 集 。 由 于 有 4 中 的 任 一 个 元 党 x 者 满足 条 件 10< 扩 x 世 
99, 并 且 午 个 非 空 自 - 集 最 多 包 合 有 9 个 元 素 , 因 而 每 个 非 空 

直子 集 的 元 于 之 和 必然 不 小 末世 而 不 大 于 90 十 91 十 … 士 99 一 
955 .我们 将 10， 11,…，,945 淖 为 是 336 个 抽 尾 而 将 1022 个 非 空 
时 子 集 的 元 素 的 和 大 为 证 102? 个 物体 ,由 拍 太 原则 ,公有 一 个 
抽 居 有 2 个 (或 2 个 以 上 的 ) 物体 ， 即 是 说 有 两 个 非 空 真子 
集 的 元 素 之 积 相 等， 不 芒 证 这 机 个 非 空 真子 集 为 B, 和 1 当 
BSE, 中 可 能 有 相同 的 元 素 时 (但 是 不 全 相同 的 ) , 我 们 把 
相同 的 元 素 删 去 后 , 仍 可 得 两 二 不 相交 的 非 空 直子 集 有 已 与 巴 ， 
使 它们 的 元 素 之 和 相等 。 所 以 本 习题 得 证 。 

4. 证明， 如 图 所 未， 我 们 把 正方 水 的 对 边 | 
中 点 连接 起 水 ， 就 得 到 4 个 小 正方 形 ， 将 这 4 | | 
个 小 正方 形 下 为 是 4 个 轴 展 ， 而 把 5 个 点 看 为 | | 
是 5 个 物体 ， 则 必 有 一 个 抽 斋 包含 有 全 少 两 个 
物体 ， 这 就 是 说 至 少 有 两 点 要 党 在 辣 -- 个 小 正方 形 内 。 而 小 


正方 形 的 边 长 为 5， 车 对 角 秋 的 长 为 寻 和 2 因而 沙 在 同一 个 


上 i 本 
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小 正方 形 中 的 本 点 距离 妈 定 厅 大 1 ， 所 以 本 习题 得 证 。 

5. 证 明 ; 我 们 先 米 看 每 一 列 的 三 个 小 方 格 的 涂 色 方式 , 因 
为 每 个 小 方 格 有 两 种 涂 色 方法 ， 故 每 一 列 的 涂 色 方式 共有 2: 
一 8 种 。 我 们 把 这 8 种 涂 色 方式 看 为 是 8 个 抽 民 而 把 9 列 看 
为 是 9 个 物体 ， 则 由 抽 居 原则， 至 少 有 两 列 有 相同 的 涂 色 方 
式 。 故 本 习题 得 证 。 

6 .证 明 ， 设 这 五 个 整数 是 a,，a,，a;，qs，da;， 又 设 它们 
被 3 除 后 所 得 的 余数 分 别 是 56;,，5,，bs，b4，bs， 则 显然 有 
0 过 bi 过 2，i 二 1，2，…，5。 我 们 将 0，1，2 看 为 是 三 个 抽 
展 ， 而 把 2 ，5:，ps，bD4，05 看 为 是 5 个 物体 。 我 们 分 三 种 情 
癌 来 进行 讨论 。 

(i) 若 有 两 个 抽 屠 是 空 的 ， 则 5 个 物体 都 在 同一 个 抽 民 
里 ， 我 们 从 这 个 抽 屠 里 任 取出 三 个 物体 ， 也 就 是 说 这 三 个 整 
数 被 3 除 后 所 得 的 余数 相同 ， 因 而 这 三 个 余数 之 和 能 被 3 整 
除 ， 于 是 这 三 个 整数 之 和 也 能 被 3 整除 。 

(ii) 落 有 一 个 抽 殿 是 空 的 , 则 5 个 物体 都 在 另外 两 个 抽 
展 里 ， 由 抽 懂 原则 ， 必 有 一 个 抽 敢 包含 至 少 三 个 物体 ， 从 这 
个 抽 展 里 取出 三 个 数 来 ， 与 (i) 的 分 析 一 样 ， 这 三 个 整 数 之 
和 能 够 被 3 整除 。 

(iil) 若 三 个 抽 层 都 不 定 ， 则 我 们 分 别 从 三 个 抽 展 中 各 
取出 一 个 整数 。 这 三 个 数 来 自 不 同 的 抽 懂 ， 因 而 余数 分 别 为 
0，1，2， 三 个 余数 的 和 为 0 十 1 十 2 二 3， 当 然 能 被 3 整除 ， 
于 是 得 到 这 三 个 整数 之 和 也 能 被 3 整除 。 
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由 (i，(i 和 (iiiy， 本 习题 得 证 。 

7 .证 明 ， 因 为 一 个 整数 被 n 队 后 所 得 的 余数 只 可 能 是 0. 
1，…，? 一 1 这 1 个 数 中 的 1 个， 因此， 我 们 把 0，1，…， 
n 一 1 这 % 个 数 看 为 是 n 个 抽 慑 ， 而 把 a;,，…,an:-sn1s 看 为 是 
# 一 24 十 2 个 物体 。 我 们 分 两 种 情况 来 进行 讨论 。 

Gi) 当 有 1 个 (或 1 个 以 上 的 ) 抽 层 是 空 的 时 ， 则 江 一 
24 十 2 个 物体 全 部 放 进 ?一 1 个 抽 导 了。 根据 抽 屠 原则， 必 有 


一 个 抽 层 包含 有 至 少 | 一] +1= n+1= 个 


物体 ， 也 就 是 说 ， 有 个 数 被 4 陈 后 所 得 的 余数 相同 ， 因 而 
这 “个 余数 之 和 能 够 被 整除， 于 是 这 个 整数 之 和 也 能 名 
被 n 整除 。 : 
(ii) 当 # 个 抽 展 都 不 空 时 , 我 们 可 以 从 这 nn 个 抽 展 中 各 
取出 一 个 整数 来 ， 由 于 这 个 整数 来 自 不 同 的 抽 届 ， 因 而 它 
们 被 # 除 后 所 得 的 余数 应 该 分 别 为 %，1，…，" 一 1 这 ?个 


余数 之 和 为 8 十 1 十 … 十 ?一 工 = (an 1 当中 是 一 个 再 池 时 ， 


nn—1l 


ik 


则 有 ”-- 1 是 偶数 ， 上 9-n 是 的 入 


数 ， 即 这 个 余数 之 和 能 够 被 ” 矣 除 ， 进 而 得 到 这 "个 整数 ， 
之 和 也 能 被 整除 。 
“8. 证明， 和-1 个 下 人 不 和 

0 二 GI 过 Co 和 SGnr 
各 上 址 中 有 有一 个 信号 成立 ， 例 地 存在 一 个 轩 定 的 了 《 英 中 
1<iSn ) 使 得 0;= Gi 成立， 则 aii1 一 1 二 9， 而 0 能 被 整 
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陆 ， 因 此 本 习题 绊 论 已 经 成 立 。 放 可 进一步 假设 0<ar< ay 
“<agnil。 雇 果 本 习题 结论 个 正 珊 ， 即 对 任意 的 i，;，( 其 
和 1<i<jsat+1D)， 0 一 4 起 不 是 1 的 整数 僧 。 我 们 令 
bi;:=asii~—a: (一 1，2，……，7) 
由 有 反 证 法 假 洲 ，60:fi 二 1，2，…，7) 都 不 能 被 # 整除 ， 我 们 
这 它们 被 除 后 所 得 的 余 煞 分 别 为 cl，c:，…，an， 显 然 
月 1 和 ct<r 一 10=1，2，…，m)。 我 们 把 1，2，…，?# 一 1 漂 
为 是 ?一 1 个 抽 屋 ， 而 抬 正 歼 切 c:，c，…，cn 看 为 是 站 个 物 
体 ， 根 据 揣 品 原则 ， 于 少 存 在 两 个 正 问 粒 上 1 其 中 1 之 
j<n )， 人 1 
(其 中 忆 和 5; 都 是 整数 ) ， 于 是 我 位 得 到 
om 
外 与 反 证 法 假设 于 盾 ， 所 以 本 习 看 得 证 。 
9. 证明: 我 们 可 以 设 这 ? 个 正音 & 数 消 尼 不 等 式 
0 过 OG 
戎 止 直 中 有 -个 等 号 成 衬 ， 网 : :习题 结论 已 经 成 记 ， 说 可 进 
一 步 假设 


> 


0< Tae, 人 an 

我 科 使 用 反 证 法 来 证 明 本 习题 结论 ， 在 上 面相 等 式 下 仍然 正 
确 。 若 不 然 ， 则 对 任意 的 ，j ( 其 中 1<i 过 j<n ) , aj 一 a: 和 
cj 十 oa 都 不 能 被 整除 。 我 们 令 b:=@: 一 a: (i=，2，…， | 
一 1)， 叉 令 bn 二 Qn-g1; 由 反 证 法 假设 5G 二 1，2，…,n) 都 
不 能 被 x 整除 ， 我 们 设 它 们 被 » 除 后 所 得 的 余数 分 别 为 c;， 
C33 Cx， 则 显然 有 I 万 < 1 (1-1, 2. … #9)。 我 们 
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记 T，2、 一 1 答 为 居 j 一 了 个 地 时 ， 二 证 上 上 整 基 cl1,， Cc ， 
cn 囊 力 下 2 个 禾 体 ， 报 操 疝 是 谋划 ， 至 少 存在 两 个 正 整 
数 !f，7 (其 中 1<si<7 委 87 使 往 
Ci C0) 
当天 ?时 ， 上 式 如 为 (as 一 0 一 Ri 一 (an 十 Q :) ~— ken (BER 
与 Rn 入 是 整数 ) ， 故 我 们 有 
Ql Gi (RR, — Ri)n 
这 与 反 证 法 假设 了 矛盾。 
当 1 i 一 1 有人 eG) ~ Fi (0 oF 
(其 中 有 与 都 是 整数 ) ， 获 我 位 诊 
aj;— Qi= (Ek: Rk;)rn 
这 也 与 有 反 证 法 假设 包 盾 。 
由 以 上 的 论述 ， 本 习题 得 证 。 
10 .证明 ， 我 们 将 对 a 和 5 使 用 双重 归纳 法 。 当 5 二 2 对， 
由 本 章 书 中 的 (2) 式 ， 我 们 有 
N(a., 2D) = 0 


和 (有 } 


因而 本 习题 结论 当 5 二 2 时 成 六。 沼 a=2 轩 ,由 本 章 书 中 六 (01) 
和 (2) 式 我 们 有 


N(2, b=b=(2 50 72) 


改 本 习题 结论 当 c= 2 时 也 成 立 。 站 
现在 我 们 假定 对 于 六 (o，2 一 1) 和 Ne 一 1，pb)， 本 习题 
结论 都 成 立 ， 妈 有 
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N (a, bp D<( 2 1 =) 


Qa— | ) gad—1 
7 (0 2\ GG 二 b—3 
Ne 一 1， 昌 < = 
aa 由 出 记 立国 而 让 过 央 纳 
就 知道 本 习题 结论 成 立 。 
由 本 章 书 中 的 (3) 式 ， 我 们 有 
Nla, 二 Ne b+Na-1, b) 


- Ga- b—3\ ， :人 -~ b 一 了 
<<| | 一 : 
“ a—] /CC 一 2 


-Tb 3+t1) -007?) z 
a—1 : ~ ul 
故 本 习题 得 证 。 | 
11. 证 期 ， 对 于 任 一 整数 1 ， 将 区 间 [0，1) 等 分 为 m 个 
小 区 间 ， 


1) , 2), | 一- 1 
1) [3 3) Eh 1), 


对 任 一 实数 a E[0， ， 几 在 旦 仅 在 某 一 小区 疗 内 。 对 和 任 给 
实数 岂 ， 和 由 如 下 ,1 个 实 

Oiw—[iw)<1l i=0, 1, 2,，'**, nn。 
根据 抽 尾 原则， 在 上 述 zx 个 小 区 间 中 ， 至 少 存在 一 个 小 区 
闻 ， 其 内 同时 落 入 两 个 上 述 这 样 的 实数 .不 妨 设 为 rw 一 [rw] 
和 所 一 FEsmw]: 这 两 实数 进入 同一 小 区 间 。 记 .> ， 


,ei i 
-ema, [rwmlni=b, 
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由 于 小 区 间 长 小 于 ， 圾 


re 一 [ra 一 (sa 一 [st = lou 一 中 二 一 。 
7 


由 于 0 冬 r 委 4，0 委 SS<1，a 尖 0， 帮 0 “<n。 于 是 当 a 守 0 
时 ， 取 x=a，b=5， 即 得 证 ;站 a “0 时 ,地 x= 一 a, y= 一 b， 
问题 亦 得 证 。 

12. 解 ， 我 们 有 


ab= (12345067)1? 1567) 
6352417 作 6721345 


ba= (1231567 1234567) 
607213450352417 
/12345 7、 
1736524， 


故 得 到 ab 坟 6ba。 
13 .证 明 ， 设 P; 二 (a,，5)， 则 我 们 有 
Pi=(a, bla, 5)=(a)(6)=1 
设 忆 = (a，p，c)， 阅 我 们 有 
P3=(a, b, clu. b. c)(a, b. c) 
(a, ¢, bla, b, oO)= | 
设 Ps- 1 二 Cal，4;，0;，…，4;) 则 我 们 有 
Pi_=(al, Qs, sa)(ad,, G0) (dG a:) 


我 们 首先 来 看 a; 的 变化 ， 在 第 一 个 因子 里 ，a1->4q,， 在 第 二 


s。 2Z40 。 
个 因子 和 是， za 在 第 汪 个 思 了 时 ，a， -ud … 在 第 4 
县 1 本 一 | ) 个 I 站 iii a Can, "+, 接 后 {Et 3 v 


和 因子 里， Ge 国语 当 这 个 因子 业 起 来 时 ，a) 的 变化 
路 线 是 a,~>a,->as ad 所 以 在 乘积 运算 后 得 到 的 
第 一 个 因子 是 (a,)。 现 在 我 们 再 来 看 a; 的 变化 ， 在 第 一 个 因 
子 里 ,a,>as， 在 第 二 个 因 了 于 时 ,a>as; …， 在 第 nn 个 因子 
里 (其 中 1 满足 条 件 1 和 n 所 kh 一 2 )，aw,1anis 3 在 第 
Rk 一 1 个 因 于 里 ，a; ->a:; 在 第 个 因子 里 ，aq1 一 a,。 因此 ， 
在 这 k 个 央 于 的 乘积 里 ，a: 的 变化 路 线 是 a.->aqs 闻 … -ra -> 
， 所 以 在 溢 积 运算 后 得 到 的 第 二 个 因子 是 (a)。 以 此 
类 在 乘积 中 aa( 其 中 4 满足 条 件 1 志 nn 三 k& 一 1 ) 的 变化 路 
线 是 cr 一 cn >…->G>a…->d， 所 以 在 乘积 运算 后 我 
们 得 到 的 第 1 个 因子 是 (a;)，…， 最 后 ， 在 蔷 积 中 a; 的 变化 
路 线 是 qe->a， >a,->…->a;-:>q:， 所 以 在 乘积 运 算 后 我 
得 到 的 最 后 -个 因子 是 (ao 。 由 上 面 的 论述 ， 我 们 有 
P= (0 Gay ms Ga A ds) do) 
~{a.)(a.) (a 一。 
故 本 习题 得 证 。 

14 .证明 ， 由 于 一 (1，2){3，4，5。6)， 我 们 有 
Pi=(1, 2)(3, 4, 5, 6)(1, 2)(3, 4, 5, 6) 
=(]1)(2)(3, 5E)(4, 6)=(3, 5)(4, 6) 
P=PiPp=(3, 5)(4, 6)(1, 2)(3, 4, 5, 6) 

=(1, 2)(3,6, 5, 4) 
Pi=P:Pa=(1, 2)(3, 6 5, 4)(1, 2)(3, 4, 5, 6) 
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= (OCI (6) -1 
上 刻本 习题 得 证 。 


种 四 章 


举 : 我 们 用 六 来 麦 示 一 个 整数 能 被 13 整 
除 的 这 个 性 质 , 几 P: 来 表示 一 个 整数 能 证 51 址 
除 的 这 个 性 奈 ， 用 4 来 表示 从 1 到 10000 中 的 
所 有 整数 序 组 成 的 焦 合 ， 用 .4. 玉 表示 妇 中 的 县 
有 性 质 书 : 准 整 族 训 吉成 的 隆 集 合 , 用 中 来 表示 
4 中 的 其 有 性 授 记 用 至 娄 所 组 成 肌 本 集合， 于 
是 我 们 要 求 鸭 了 杖 征集 全 4: 中 4; 中 的 整数 的 个 
数 。 首 先 ， 我 们 在 
4 |- 


在 集合 .4: (4, 中 的 整数 是 同时 能 够 证 13 
和 51 整 除 约 ， 商 一 个 整数 租 路 辐 时 和 被 13 和 31 癌 
除 的 充 要 条 件 是 这 个 整数 能 够 谈 13 与 51 芍 最 小 
公 倍 数 整除 ，12 .5551 的 最 少 公 倍数 是 663, 所 以 
41014 中 的 整数 一定 能 够 被 663 整 除 ， 均 我 们 


~ [10000 1 ，- 
A 4 =| G63 |=13 
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末 是 由 本 章 书 中 定理 1 、 我 们 得 到 ，1 到 10000 中 的 既 不 能 
被 13 整 际 义 不 能 波 51 整 际 的 整数 的 个 数 为 

A A= 4 

10000 一 (4770911967) 十 15 
==9050 

故 本 习题 得 解 。 

2. 解 。 设 参加 有 况 赛 的 120 个 学 生 所 组 成 的 集合 为 S ,而 其 
中 做 对 甲 题 的 学 生 组 成 的 集合 为 4 ， 做 对 乙 题 的 学 生 组 成 的 
集合 为 4.， 做 对 两 题 的 学 本 的 集合 为 4 那么 茎 做 对 甲 题 
又 敌对 乙 题 的 学 生 的 集合 为 4, 4,, 既 做 对 甲 题 又 做 对 丙 题 
的 学 生 的 集合 为 4 门 4;, 星人 敌对 乙 题 又 做 对 再 题 的 学 生 的 集 
合 为 4, 门 4;， 三 题 都 做 对 的 学 皇 的 集合 为 41 站 4; 门 4,， 三 
题 都 没有 做 对 的 学 生 的 集合 为 .1, 4; 人 阁 4,。, 由 题目 所 给 的 已 
知 条 件 ， 我 们 有 / 

SI =120,， 1A!| =48， '4,|=56,， |4,(14,| =20，, 
4na4 =16, |A,NM A =°8, |A4.NA,N A =12， 
IA 4,NAs=16 
由 本 章 书 中 定理 1， 我 们 得 到 

IANEfNA =S -d+ Id, 十 区 )+ (A.NA, 
+ IA .As + 4,N As )— (AiN AANA 

即 是 

iA,|=|ISi— 141 4 -1ANA, + 1A NA+ 

+ IA,m As IA A,NMA,|— |ANA,NA 
一 120 一 妈 --560420 十 16 廿 28 一 12 一 16 
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/ =52 
故 做 对 了 丙 题 的 学 生 有 52 名 ， 本 习题 得 解 。 
3 .证 明 ， 当 n 二 1] 时， 1) 二 1。 当 nn 之 1 时， 设 p 是 4 的 
一 个 素 因 数 ， 又 令 r 是 满足 条 件 p”| n 的 最 大 整数 ， 于 是 我 
们 可 设 n 二 pra， 则 得 到 (a，p)=1。 由 于 g(r) 是 积 性 函数 ， 
故 有 
pn)=o9p pra)=op(p' g(a) = pr (pp— 1)9p(o) 
当 力 是 奇 素数 时 ，2 | p 一 1， 故 gw) 是 偶数 。 当 p==2，?1 
时 ，gp(n) 也 是 偶数 ， 当 p=2,， 7 二 1 时 p(n) 二 g(a)， 其 中 避 
是 奇数 。 这 时 如 果 e=1， 出 p(c)=1 知 20 一 1 如 采 a>1， 
由 .于 a 本身 是 否 数 ， 它 的 素 因 数 当 然 也 是 奇数 ,由 前 面 的 证 
明 g(q) 是 侦 数 ， 从 而 p(n) 也 是 偶数 。 故 本 习题 得 证 。 
4. 证明， 我 们 分 两 种 销 说 来 村 论 。 
(1) 当 m 过 nn 时 ， 则 我 们 有 m，m 十 1，m 十 2.…,m 十 tt 一 1 
中 有 一 些 数 大 于 nn， 有 一 些 数 小 十 n， 因 而 这 + 个 数 就 为 
1 ， m 二 1 二 一 
将 这 些 数 除 以 n ， 余 数 为 


mm 0 1 一 1 
此 中 所 有 与 n 互 素 的 整数 与 
: 1， 2， m— 1, m，m 十 1， … 


中 所 有 与 % 互 巡 的 整数 相同 ， 这 样 的 整数 个 数 为 p(n)。 了 又 出 
于 如 果 (1 二 1， 则 (grx，n)=1， 其 中 9g 是 任意 整数 。 
因此 原来 的 4 个 连续 整数 中 与 # 右 素 的 个 数 为 p(%)。 

(ii》 当 m 守 nx 时 ， 将 mM，m 二 1， 志 十 一 二 除 以 站 后 所 


2 400。 


得 鸭 余 效 - 7， oy "sn, 二审 浸入 寺 二 部 有 0 和 Ti 所 
fh 一 1]。 基 次 我 位 误 夹 注 明 7”、，w 中 交 洲 斋 中 而 互 衣 个 
等 ， 若 不 然 ， 存 在 有 有 某 一 对 二 利 j( 其 中 1<i <j<n)， 个 
得 fi 二 7 ;， 则 得 到 后 -Fi 一 注 信 十 一 Imo3d 二 是 和 可 


能 的 ,前 rra，…， 六 下 1 9，Y 一 1 的 一 个 更 列 。 于 是 


5 > 
六 1 》 tag 9 9， i ] 9 以 “9 如 bs 有 


本 


汪 拓 互 素 的 上 素数 相册 ， 刻 (人生 这 证， 浅 们 也 能 得 到 rz md- 1， 


me rr 二 HE 二 -过 ;一 T 本 . a oe 让. a - ™ 
唱和 种 s + 二 兴 1 —) 13 E 2 i 2 1 线 1 : : 3 | 轩 ti. 


i LE hr i 4 名 
1 A 
内 CD(i)， 本 避 强 各 5 


5 .Ef Tp := Pe fo fe 3 2* Eo ve “eh 
cr 者 是 正 族 党 ， 而 P,、P、…， 己 总 是 名 本 入 同 的 素数 。 内 
本 章 书 中 例 3 的 公式 ， 因 我 全 宪 


从 


PC Xp 一 Ho0(82)。 


履 本 习题 得 证 。 


‘i: 
6 . 解 ， 贞 于 5186 一 2 和 2093， 汪 2 二 2 3503 是 容 设 ， 其 
由 本 党 书 中 的 例 3 里 的 公 


9 


NE 


(5186)=518 36 | 


1 
一 


一 下 
| 


- 1 3 
el 上 eh a i i ' 
人 3 人 
\ 忆 和 0 了 


] “40 

也 和 '. 

PF er 

— ?KI00} 一 一 一 
| 


由 于 5187 二 3X7x 7，13，19 具 是 囊 获 ， 小 站 
本 章 书 中 例 3 的 公式 ， 我 


的 了 7 了 总 

人 
=-3X7X13X13 ee 下 兴 9 
4 1 1 19 


= 2592 
由 于 5188 二 22.1297， 而 2 与 1297 剖 是 家 小 ， 歼 由 本 并 书 中 
例 3 的 公式 ， 我 们 有 


(5188)=85188: 1 


3 i192 
=~—2:Xx 1207 3). 上 0 
ta 


~ 202 


第 五 章 
CU(x) 一 5 Faxn 
n=1 
由 出 于 下 ;= 二 上, 二 1 和 当 入 沾 冉 右 F,= Fn.! 二 + 
FF 而 我 们 得 到 
GX)— XGxX)— XG(X) 
~x+(F,—Fi)x: + ,FPa- ~— Fn- xX" 


1 之 3 


(Et¥ 5 _1 5) 


VETS tI 
2 

(tM DU 5 ) 
4 


= (G—b)x 


5(1 一 cv 一 Dx 十 CDX2) 


比较 上 式 两 边 x* 的 系数 ， 就 知道 GG) 式 成 立 。 
在 (i) 式 中 ， 由 于 已 是 个 正 整 数 ， 并 且 当 m 关 1 时 有 


(51)" 
0 一 1 
人 
从 而 得 到 
1 十 、 ) 
Fe +te 
vv 
| 
故 (ii) 式 成 立 。 


现在 我 们 来 看 (ii) 式 的 一 些 奇异 现象 , 我 们 知道 


和 一 5 这 两 个 数 都 是 无 理 数 而 费 波 那 契 数 都 是 正 整数 
正 整 数 可 用 无 理 数 来 表示 ， 这 真是 有 些 奇特 。 由 (ii) 式 知道 ， 


当 我 们 要 计算 已 ,的 数值 时 ,只 需 计算 I 5) -中 的 整数 部 
分 的 数值 。 
2 .证 明 ， 今 ,一 2， 又 令 


LO)= DD Lax 


= 人 0 


别 由 于 L,= 2， 工 ! = 二]， 工 , 二 3 和 当 n 宇 3 时 有 
1 一 “ 7 十 7 


- 254 。 
和 个 我 们 香 
L. ( ~ ) xl, ( ~ ) x 三 ( 及 ) 一 


的 


=24 (1 2x m1 2 Lo La-i~— Ler-2)x" 
» = 


一世 一 区 (一 CC1 一 DY) 


] | l 


on 一 一 


] 一 GY ] 一 b 机 


| 


[下 .3 
2 (OY)" 十 (DX)? 


eo 
= , (and+ on)” 
, 祝 一 者 


比较 上 式 二 边 x" 中 的 系数 就 知 间 (1) 式 成 并 。 
在 (i) 式 中 ， 由 于 Ls 是 一 个 正 整 数 积 当 n 宇 1 时 有 


~ 571 ) | 


0<( 
2  ， 
而 知道 (ii) 式 成 立 ， 所 以 市 习题 得 证 。 
3 .证 明 ， 当 p 关 1 时 ， 则 由 本章 习题 1 中 的 人 式 和 习题 
2 中 的 (i) 式 ， 我 们 有 
太一 art0") (an 一 
=4(ab)":=4(—1)" (1) 
由 上 式 妈 知 本 习题 成 立 。 


4 证 时， 当 3 六 二 村， 下 由 本章 习题 工 册 的 (0 起 ， 我 


竹 
《- 
ml 
时 


们 寿 


《一 4 《8 二 2) 
(5)(23 


(一 | 7 ”1 


(F'n, Pnii) =! 
由 本 章 习 题 2 中 的 ( 式 ， 我 们 全 
有 一 了 Ti 一 (7 十 Do (an ‘+P Ca" ih"!) 


2 TV SA 5) (1 5) 


((1 二 5 六 十 (一 5)) 


亿 本 习 晤 得 证 。 

5. 证 骨 ， 机 是 芝 守 中 纺 法 来 证 姐 本 题 结论 成 
也 。 当 1 二 1 时 ， 旺 见 统 论 记 站。 开放， 一 1 站， ， 
未 是 结论 部 成 立 ， 丽 来 证 朋 当 n= 入 而， 第 论 也 能 成 并。 当 
个 术 章 习 是 了 下 入 (共和 习题 2 了 人) 六 


sa t 
FE a 
型 


25606 。 
我 们 有 
oy 十 FnLn 
(tv 5)n 一 (5 S++ 5)n) 
(\ 5 5 Yeo™ 到 
二 CH 5 OVITY 3) 二 (1 一 5) 
( \ ) ( 2 RR ) 


2((1 5) "(1 5)" ) 


pe i 


(vw 5)(2" °°") 


一 2 nr 
出 上 式 我 们 有 

2F yn=2PFnm ,cy ms nt Fy- nbn (2) 
由 于 归纳 法 假设 有 w|i 了 oy -ii 各 (2) 式 ,我 们 有 ml 2 ynm、. 
故 当 Fn 是 奇数 时 则 我 们 有 Fw | 已 vw， 现 设 Fn 是 偶数 ， 则 
由 本 章 习题 3 知道 Ln 也 是 偶数 ， 由 于 五， 是 偶数 和 下， | 
Fw -nm 知道 已 tv -um 也 是 偶数 ,又 由 本 章 习 题 3 知道 Ciw -sm 
也 是 偶数 ， 由 (2) 式 我 们 有 


Fyn Fal Lorn 
2 


其 中 二 (3 和 -都 是 正 整 数 由 于 Fm | Fw vm, 故 当 


Fn 是 偶数 时 我 们 也 有 Fm | Fxm， 因 而 由 数学 归纳 法 知道 本 
习题 结论 成 江 。 
6.1it 明 ， en 1 中 (1) 式 我 们 有 


hr - a ai. 
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\ — .一 
IC BOR (ly 5))2—((1 


(Cay cae) 


十 5 ov M(t 3) —(l 
一 5)* 2)} 


— 2 Ro 5)Y+FC Tv R20 


= ~ 3) 7+ 
(5)(2…) 


_ 《一 2)( 一 4) “十 (一 4) (2 十 60 十 50) 
(3)(2°) 


故 本 习题 得 证 。 

7 .证 明 ， 当 n 是 3 的 倍数 时 则 由 本 章 习 题 5 我 们 有 ,| 
广义 由 于 下 ,=2， 故 得 到 2 | 已 ,。 现 设 2 | 下, 而 来 证 明 > 
一 定 是 3 的 俏 数 。 我 们 令 2=3R 二 1， 其 中 0 科 1 委 2， 当 1 一 0 时 
则 ”是 3 的 倍数 。 当 [1 时 ， 则 由 于 2? | 下;; ,和 2 | 下 ,而 得 
到 2 | (Cs ls， 这 和 和 本章 习题 4 的 结论 发 生 在 屠 : 当 
! 王 2 时 ， 则 由 于 2 | ss 和 2 | G3s 而 得 到 2 | (Fs,，,， 
Ps)， 这 也 和 本 章 习 题 4 的 结论 发 生 了 矛盾 , 故 当 2 | FF; 时 ， 
则 * 一 定 是 3 的 倍数 。 

当 n 是 4 的 倍数 时 ， 则 由 本 章 习 题 5 我 们 有 尼 | 己 。， 
义 由 于 玉 , 二 3， 故 得 到 3 | 了 现 设 3 | Fs 而 来 证 明 一定 
匡 4 的 倍数 。 令 n=4& 十 1， 其 中 0 三 1 三 3， 当 1 一 0 时 赠 % 是 4 
的 倍数 ， 当 1 1 的， 避 册 于 3 和 3 | 而 得 到 3 | (Pw 


让 2 时 ， 册 于 
| 
6 的 结论 及 于 耻 肌 : 1 
而 得 到 3 | (0)， 六 各 于 主 习 晤 二 的 纺 论 发生 丈 
症 。 家 5 
证 。 

8. 解 ， 普 先 我 们 来 计 鲜 B81，B,，Bs,，2B;。 我 们 用 
类 示 买 1 元 钱 蔬 菜 ， 用 “2” 雪 示 习 2 元 钱 猪 肉 ; 出 一 
表示 买 2 元 钱 鸡 看 。 例 如 蕙 用 i 和 《一 ， 1，2) 来 表示 5 元 
线 的 一 种 用 法 ， 第 一 天 买 移 是 2 无 钱 总 和 讲 ， 第 二 天 天 的 契 1 
元 钱 芯 菜 ， 第 三 天 买 的 是 ?二 钱 稍 内。 

了 我们 成 和 1 元 钱 卫 ， 弄 第 -一 天 上 能 洋 忒 六 ， 内 为 严 猪 
内 或 鸡蛋 都 希 2 元 钱 ， 朴 得 到 1 元 钱 杂 用 法 具有 一 种 ， 贱 
为 (1)， 了 我们 和 有 有 一 拉线 们 有 2 起 钱 时 ， 苛 第 一 天 买 
藻 淡 ， 人 运 科 1 元 钱 ， 则 第 二 天 具 人 能 还 是 买 踊 
玖 ， 这 是 一 禹 用 法 ， 油 为 (1，1)3 车 第 一 天 买 猪 罕 ， 则 2 元 
成 从 好 用 完 ， 所 以 这 也 是 -种 用 法 ， 即 为 (2)， 车 第 一 天 买 
鸡蛋 ， 则 2 元 钱 恰 好 用 完 ， 所 以 这 也 是 一 种 用 法 , 即 为 (--…)。 
故 得 到 B, 二 3。 当 我 们 有 3 元 钱 时 ， 若 第 一 天 买 蔬菜 ， 则 还 
刑 余 2 元 钱 ， 这 两 元 钱 第 一 天 还 可 以 用 来 青 买 蕊 沪 ， 远 剩 1 
元 钱 ， 则 这 1 元 钱 第 三 天 只 可 以 用 来 买 蔬菜 ,这 是 一 种 用 法 ， 
即 为 (1，1，1)， 若 第 一 天 买 薄 蘑 ， 风 还 璋 爸 2 元 钱 , 这 两 无 
钱 可 以 用 来 买 猫 肉 ， 这 也 是 一 各 出 法 ， 其 为 (1，2) 生 沉 一 
天 买 忒 菜 ， 则 还 剩余 2 工钱 ， 这 竟 元 法? 已 用 来 买 鸡 宕 ， 这 
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也 是 一 种 用 法 ， 即 为 3， 一) 车 第 一天 买 猪肉 ， 则 还 测 1 
元 钱 ， 这 :元 钱 只 能 用 来 买 蔬菜 ， 这 是 -- 笠 用 法 ， 邯 为 (2， 
1 车 第 一 天 买 鸡 蛋 ， 则 还 列 余 开元 钱 ， 第 二 天 只 能 骨 浴 洋 
症 菜 ， 这 也 是 一 种 用 法 ， 即 为 (二 ，1)。 状 得 到 已 :一 5。 当 我 
们 有 -4 元 钱 时 ， 使 用 同样 的 计算 方法 ， 可 以 得 到 它 的 所 有 用 
法 是 (1，1，1，1)，(1，1，2)，(1，1， 二 )，(1，2，1)， 
(1, 二 ,1), (2, 1, 1), (2, 2),，(2, 二 )，( 二 ，1,，1)，, 
(二 ，2)，( 二 ， 二 )， 即 得 到 B= 二 11。 所 以 我 们 有 
Bi], B=3»B,=5, B=11. 站 
由 村 :有 ,一 5 一 3 二 2 一 日 ,十 2 有 B,， 甩 ， 有 
十 2B,， 所 以 当 1 三 %# 太 4 时 ，B;: 的 北 学 王 
现 设 有 元 钱 ,( 其 中 4 宇 5 ) ,假定 第 一 天 洋 让 则 用 
去 1 元 钱 ， 还 剩 2 一 1 元 钱 ， 这 ?2 一 1 元 钱 的 出 法 有 有 有， 种， 假 
污 第 一 天 买 猪肉 ， 则 用 去 2 元 钱 ， 还 镜 # 一 2 元 钱 ， 这 1# 一 2 元 
钱 的 用 法 为 Bn-, 种 ， 假定 第 一 天 买 鸡 重 ， 则 用 去 2 元 钱 , 还 
利 9 一 2 元 钱 ， 这 一 2 元 钱 的 用 法 为 B。 ,种 。 所 凡 我 们 得 到 
Bs=Bait+ Brn,+ Bs= Br 1+2B,., 
因而 B;: 的 数学 式 子 已 经 求 出 来 了 。 

9. 佣 ， 册 已 知 条 件 ， 我 们 可 以 看 出 
B=3:=2+1=2B1+(—1)’ 
Ps=5=6~1=2x3T(~1) =28,-(—1)" 

B11011=2X5+(-1):=2B 4 (1) 
浙 忆 我 们 猜想 ， 当 2 时 有 
PB,:= PB,. :十 (一 1)9 (3) 
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现在 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 (3) 式 是 成 立 的 。 当 ?= 
2，3，4 时 ， 我 们 已 经 知道 (3) 式 成 立 。 因 而 我 们 假定 R>4 而 
涩 1 一 R 时 ，(3) 式 成 立 ， 即 有 妃 ,=20- +( 一 1)， 也 就 是 
2Biy=B—(— Di=bi(—1)" (4) 
则 当 #* 一 R 十 1 时 ， 将 (4) 式 代入 递 推 关 系 式 已 ,= 有 十 2 有 DB， 
中 可 以 得 到 
有 一 已 十 2 及 = PB,.-+B+(— 1)""! 
=2B,+(— 1)*"! 
所 以 (3) 式 当 ? 一 R 二 1 时 世 成 立 。 因 而 由 数学 归纳 法 知道 〈3) 
式 成 立 。 
由 于 
B 4 一 1_-2 十 (一 1) 


,一 1 一 -~ -一 


3 3 


16 一 1] 2” 十 (一 1 
六 .一 5 一 -一 人 
3 3 


4 一 一 一 -一 一 一 -一 一 
5 


3 
因而 当 1 委 2? 委 4 时 ， 已 .的 一 般 表 达 式 已 经 求 出 来 了 。 而 汝 ?2 
5 了 时， 由 (3) 式 ， 我 们 有 
B=2B,-1+(—1)° 
=2[2Ba- :十 (一 11)" 十 (一 1)" 
=22B, ,11.2 1)" 


240， 


| 


2 2 万， 十 (一 1 7 二 (11.2+ (1)" 


| 


2° Bs (~1) 2 


eo 一 
二 (一 1) 
一 ?21 十 2 一 人 , -1 ( 1) .2 二 (一 11)” 


I 
1 二 ,- 2 1 : 加 . ， 
于 | ， 1 1 | 
一 = nl ~ i | - - 


1 


tm 


f 
| ea | 一 
' 


， NA 
2 | | 
一 on- 1 十 =- 四 \ 2 7 


ee 


1 
3 


2 十 (一 1 


因而 本 习题 得 解 。 

10， 证 明 ， 由 本 章 习 题 9 ， 我 们 有 有 ,一 人 二 
又 因为 号 ,是 一 个 止 整数 ， 所 以 本 习题 得 证 。 

11. 解 ， 由 本 草书 中 (53) 式 ， 我 们 有 


“= (er—D) YD xr D1)( > BB; xn 


tt 二 但 | “= 


， 262。 
比较 上 式 两 边 中 的 广 的 条 妆 、 有 J 吕 得 
: 六, 一 | (5) 
在 本 总 书 中 的 (658) 式 下 到 1 一 >， 并 由本 童 习题 解答 的 
(5) 式 ， 则 我 们 有 


Bi 一 全 = 一 《6 ) 


在 本 党 书 牛 的 (28) 式 里 取 2 = 一 3 ,并 出 本 章 习 题解 答 的 (5) 
和 (6) 式 ， 我 们 有 


/ \ 
B= -Bt3B)= 一 一) 一下 


1 一 2 = (7) 


在 本 革 沪 中 的 (58) 式 里 取 i 二 4, 并 由 本 萤 避 题解 众 国 (5) 
到 (7) 式 ， 我 们 有 
B= (Rt4BT6R) = — 
一 (8 ) 
芷 本 章 书 中 的 (58) 式 里 取 1==5 ,并 由 本 章 习 题解 依 的 (5) 
到 (8) 式 ， 我 们 有 


B,= -Bb +5B,+10B,.+10B.) 


] f 3 10 
, 1 ” 一 “1- ~ 十 - 0 | 2 一- 一 9 


企 本 童 书 中 胸 (58) 式 里 到 i 二 6, 并 由 本 新 习 题解 谷 鸭 (5) 
到 (9) 式 ， 我 们 有 


fy 
et 
~ 

pr 
> 


| 时 六 二 2 1 万 ，) 


全 
《3 


2 


1 i 
6 、 2 6 人 


在 本 章 书 中 的 (58) 式 里 到" =7， 并 几 克 章 习 题解 舍 反 (5 ) 
蜀 (10) 式 ， 我 们 有 有 
/ 


| | ,1 , 1 机 1 
~ 1 . 0 C11) 
7 ; 、 人 


在 本 章 书 中 的 (28) 式 里 取 2=8 ,并 由 本 章 习 题解 舍 的 (5 ) 
到 (11) 式 ， 我 们 有 


BB, 一 5 (Bot8B: + I 28 :8B, 5686B, + 70B, + 56B;+ 28P,) 


i { ] 一 - . -i ~ 一 () 一 - ~- 0 二 - ) 一 - 人 《 12 ) 


存 本 章 书 中 鸭 (58) 式 里 取 #=9, 济 由 本章 习题 解 容 扣 5) 
(C112) 人工， 信守 ] 袜 


Be- -- (B, +98, +4368, .1818 126B,+126B, 十 84 有 


+ 368;) 


0 r= (18) 
9、 2 8 A 42 ; 30 


在 志 意 书 中 的 (8) 臣 里 政 n=:16， 并 由 本 童 习题 解 丛 中 
风 (5) 至 013) 式 ， 我 们 青 
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210Be + 120B;+ 1358;) 


] 7/ 10 ，45 210 210 45 
一 一 (1 一 十 十 0 一 和 一 十 0 十 一 一 十 0 一 
ol 2 T0 一 和 十 0 二 二 十 0 一 20 


在 本 章 书 中 的 (58) 式 里 取 nx==11， 并 由 本 章 习 题解 答 的 
《5) 到 (14) 式 ， 我 们 有 


Bi= 一 (Bot11B,+55B,+165B,+330B,+462B. 


1/, 11 55 330 462 165 ) 
= 0 一 “06 0 40 
ll\、 2 6 30 0 T0300 


6 (15) 


由 (5) 到 (15) 式 ， 知 道 本 习题 得 解 。 


12. 解 ， 由 本 章 书 中 定理 8 和 本 章 习 题解 答 中 的 (7) 式 ， 
我 们 有 : 


© -7Y_ 1+1 (27)°B, 
之 6(2)= (—1) 2. C21) 


TT (16) 
由 本 章 书 中 定理 8 和 本 章 习 题解 答 中 的 (9〉 式 ， 我 们 有 


一 : (27)B, 
yn FCAY=- Co-1)* 1 
(4) 


2 一 


人 30) A 


2.24 90 
由 本 章 书 中 定理 8 和 本 章 习 题解 答 中 的 (11) 式 ， 


-6 _ 3 ~ 1 《27) bse 
bn (6)=(—1 ) 2(61) 


1 
686 ._. 
2 42 mr 


(C61) 945 


由 本 章 书 中 定理 8 和 本 章 习 题解 答 中 的 (13) 式 ， 


6 


全 2(81) 
8 nt . 
(30) a 
2(81) 9450 


由 本 章 书 中 定理 8 和 本 章 习 题解 答 中 的 (15) 式 ， 


-~10 一 二 一 = 5+1 , (27) ‘Bio 
2 6(10)= (~— 1) 2C101) 


5 


6 
2(101) 93555 
让 (16) 到 (20) 式 ， 人 知道 本 习 巅 得 解 。 
13. 证明， 


由 于 


1 nO 


(17) 


我 们 有 


(18) 


我 们 有 


(19) 


我 们 有 


(20) 


所 以 我 


~ + ~ —— 1 we 1 Y 二 AN 2 a 7 ~ 
-1 2 2 22 1 2 
> bP 
一 1 十 2 (21) 
中 2 
XY A . 
] 念 有 ( 习 = 一 站 一 十 ， 风 有 
我 们 wy f go’ ~— 1 -» 4 -YY 个 
f(—X) = ~ | XX _ Txe _ 
“Xl 2 1— pe ? 
这: S 1 . 
Xer~ Il) 
ez 一 2 C1 2 
人 


ex 一 
让 fx) 是 渴 嘱 数 ， 由 此 得 到 (21) 式 的 右边 出 是 念 菩 数 ， 时 以 
(21) 式 右边 中 的 琳 数 项 的 系数 都 为 0 ， 妈 当 % 之 1 时， 我 们 有 
| Bn.:=0 MM 

央 商 本 习题 得 证 。 

14. 证 阴 : 庶 信 会 4 一 {Qa，， 他 :3 四 Qn}, 则 由 {下 ;| 的 
定义 名 道 它 含有 下 列 遇 种 羽 够 。 

G) 当 存在 有 一 3 个 子 集 合 ， 其 中 保 个 子 集合 都 用 们 含 
省 1 个 元 素 时 ， 则 一 定 还 存在 有 1 个 子 人 符合 ， 它 仿 有 3 个 元 
尝 。 这 3 个 元 素 是 由 a1，a;，“…'，Gw 这 个 元 素 中 无 序 选 出 ， 


四 


放 有 (5) 种 选 法 。 
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(il) 当 存 站 有 x 一 个子 紧 售 ， 其 中 每 个 耻 集 各 都 只 和 多 低 

有 有 1 个 元 束 有 时， 则 一 定 还 有 站 个 二 集合 ， 渤 中 每 个 子 集 合 部 
四 含有 两 个 元 素 (这 是 因为 这 欧 二 人 耻 染 合 屯 是 非 空 的 ， 并 且 
共 中 任何 一 个 子 集 合 者 不 能 只 包含 百 1 本 无 未 ， 内 其 应 归 革 
第 一 种 情况 ) ， 从 n 个 元 素 中 泡 序 选 出 4 个 元 震 的 政法 有 


(9 )， 面 把 4 个 元 素 分 拆 为 两 组 ， 每 组 都 含有 2 个 元 素 的 取 


法 有 4 种 (例如 把 a,，a,，a,，a; 这 4 个 元 素 分 为 两 个 子 集 
合 ， 而 每 个 子 集 合 合 都 包含 有 2 个 元 素 的 分 法 有 aias | 0s04， 
qiqs | qsas，aias | qsas 这 三 种 ) ， 散 得 到 竺 二 神情 况 下 的 分 


激 方法 有 3( 种。 

又 假定 存在 有 n 一 &( 其 中 k 宇 5 ) 个 子 集合 其 中 每 个 子 集 
合 都 只 包含 有 1 个 元 素 ， 而 其 作 国 8 一 2 全 于 集合 ， 其 中 每 个 
了 集合 都 至 少 包含 有 2 个 元 素 ， 风 出 于 9 一 R 十 2(R 一 27 一 nT 
产生 矛盾 ， 因 而 不 存在 有 这 种 情况 。 

根据 加 法 原则 ， 由 (和 (ii)， 我 们 有 


本 


一 - n LD 1(n— 3) -=( > 3 7 A 7 
(9) + (4-3)1311 9) 3 1 


. 268 ， 


1 1 \ », ny 1/n 
因而 本 习题 得 证 。 
15 .证 明 ， 设 集 合 4= {a.. 9 ', an}, 则 由 {|] 的 


定义 ， 它 包含 有 下 面 三 种 情况 的 分 拆 方法 。 

(i) 有 n 一 4 个 子 集 合 ， 其 中 每 个 子 集 合 痢 只 包含 有 1 个 
元 素 ， 则 一 定 还 有 1 个 子 集合 ， 它 包含 有 4 个 元 素 。 从 m 个 
元 素 中 无 序 选 出 4 个 元 素 的 方法 有 ( 4 ) 种 。 


(ii) 有 nn 一 5 个 子 集合 ， 其 中 每 个 子 集合 虱 只 包含 有 1 个 
元 素 ， 则 其 余 的 两 个 子 集合 一 定 要 包含 有 5 个 元 素 ， 其 中 每 
个 子 集合 都 至 少 包含 有 2 个 元 素 。 从 nn 个 元 素 中 无 序 选 出 5 
个 元 素 的 方法 有 ( “ ) 种 ， 而 把 5 个 元 素 分 拆 为 两 个 子 集合 ， 
每 个 子 集合 包含 的 元 素 都 不 少 于 2 个 ， 这 样 的 分 法 有 10 种 
( 例如 ， 设 这 5 个 元 巡 为 dl, Us, Us, Us, GQ;， 则 分 法 有 
Gig, | G.ayas, qiGs3 | qadsas, QQ4 | qsasas, aidi | asasq4 ， 


di0;G | Qads, QiGdiqs | dsas, Qildsls | as04, 0030 | dq.ds， 


Ci0305 0.094， 0G14405 G203 ) 故 第 二 种 情况 下 的 分 拆 方 法 有 


(9 

(iii》》 有 n 一 6 个 子 集合 ， 其 中 每 个 子 集合 都 上 只 包含 有 1 
个 元 素 ， 则 一 定 还 有 3 个 子 集 合 要 包含 6 个 元 尝 ， 其 中 每 个 
子 集合 都 要 包含 有 2 个 元 素 。 从 # 个 元 素 中 无 序 选 出 6 个 元 


。L039。 


素 的 方法 有 ( & ) 种 ， 而 6 个 元 素 分 拆 为 3 个 子 集合 ， 其 中 得 


个 于 集合 都 包含 有 2 个 元 素 的 方法 有 15 种 〈 例如 设 这 6 个 元 
率 为 a1/，a;,，a3，q4，a;，4as， 则 分 法 有 : aia。 | qsas| qsas， 
Gia, | asas | aidae， alias | asae | asas ， aid | asas | qsae ， 
Gias | asas5 | aiae， dids | asae | aas ， aid | asas | asas ， 
GiG4 | asas | asae， aia4 | ads | aias ， alias | ayaa | alias ， 
QiGs | aa | Qsae, aias | Gsae | a44, alias | dyai | G10s,， 
GiGe | G94 | as4s，a1ae | Gsas | as4;)， 故 第 三 种 情况 下 的 分 
拆 方法 有 15( 8 ) 种 。 

又 假定 存在 有 rn 一 &( 其 中 & 汪 7 ) 个 子 集合 ， 其 中 每 个 子 
集合 都 只 含 有 1 个 元 素 ， 而 剩余 的 & 一 3 个 子 集 合 ， 其 中 每 个 
子 集合 都 至 少 含有 2 个 元 素 。 则 由 于 ?一 R 十 2(R 一 3) 一 ?十 
一 6n 而 产生 矛盾 。 因 而 不 存在 有 这 种 情况 。 

根据 加 法 原则 ， 由 (i)、(ii) 和 (iii)， 我 们 得 到 


(,* 3}= (a) +o )+15( 8) 


所 以 本 习题 得 证 。 


第 六 章 


1 证 明 ， 当 2 和 1 到 6 时 我 们 有 
(ni) 一 (1 十 1 一 1)! 


:270 。 


4(H 十 工 ) 2 
| 6(H-L- 17*~ 2 当 != 3 
| 


一 ”8(nF1)3+8(n 二 1) 当 ! 4 (1) 
| 10Cx 二 1)* 十 20(n 寺 1)? 十 2。 当 [ 一 5 时 
12(n 十 1) 二 40(n 十 1): 十 12(n 十 1) 当 [ 一 6 时 


由 于 f/f,(2)=1，f， (2) = 1}, f (2 XT 
9 x2:—5xX2:+6x?2—3 

1, fo fi(2)= 

2X2 一 8X2 十 17X2 一 20X2 十 10 


el， 和 S.'.1(1) 一 1 知道 


= 时 本 习题 结论 成 立 。 现 在 我 们 假设 本 刁 题 结论 当 7 
| 


我 们 念 po) 十 Dye 十 1 十 2)) 一 
zf (2 二 1T)) 由 本 章 书 中 的 (49) 式 和 本 习题 中 的 (1) 式 我 
们 有 有 : 

(0) (nn 二 2) -1 二 4(8 十 1) 


F'n) == F2)2(2(n+41)(n+2)—1)—n(2nr(n+1) m1) 
3 


2(n+T1)((n+2) -hn )—((n+2)° -1 ) 
3 


ii 


2(8 十 1)(6(2 十 1)3 十 2 一 全 有 二 DD ， 
二 3 a (#1 


(一 (二 D072) +2) 


da) 
a 
_3(n 十 } )《( 关 十 2) 全 ) 一 13 十 2 一 5 


十 2((n+2)?—n) 


3 1 82) 十 8( 十 1)9-4(2 十 1)(6(C 十 1) 
0 


er 
和 


本 2) 本 8 十 工 ) 
6 


二 :4 人 (9 十 二 六 


人 十 27002084 十 1)(2 十 


2?) 一 5(P 十 1)2(8 十 27)3 
， 


“上 


Fn) 一 


十 607 二 1 2 3) Aa(2n (nu 二 + 1). 


| 
< 


一 8 (二 了 入 十 人 二 1 一 3) 


) 


tl) Cn) a) t+2) nt) 
5 


i 


GC D+ 2 ) Bn 2) ne) 


| 
| 


-|- 


。 279 % 


2Cn+1) (10Cnt1) T2001) 2)—5(n+1) (Sn 


) 


+1) 8Cnt1)) 6 1) C60n+1) +2) ~—12(n+1) 


一 4(f 十 1)7 


十 2)2 二 17373407 十 2 一 3 3 
Fm) tt (20n 1)°(n < 一 8 十 于) 十 2)》 


十 17(2 十 1)2(8 十 2 一 20(2 二 1) 十 2) 十 10) 
6 


一 和 《27 (ntl) 8a (n+t1) +17n (nt 1) 
6 


20n(n 二 +]) 二 10) 
0 


2Cn+t1) (n+2) nn ) -Bnt 1) (n+2)° —n’) 
6 


1 (nr) T2004 二) (n+) 
b 


一 纪 ) 十 10((2 十 2 入 一 入 》 
0 


_ 24 十 1) (12(n+1) 十 40C 十 +12(nt1)) 


一 Oo 


6 


8(n+t1) COC2 十 1) 十 2008 十 1 二 22 
6 


03， 


17(41 十 1)2(08(01 十 1 入 十 8 十 17)) 
te 


—20(n+1)(6(n+ 1)?+2)+40(n+1) 
/ 6 
一 4(#4 十 1 和 7 
故 当 1<1<5 时 有 F010m) =4(n 寺 1)*7!， 即 当 1<1<5 时 我 
们 有 
(n+2)f,1((nt1)(n+ 2)) 
=n2fy nant) FIntI)t (2) 
出 (2) 式 我 们 得 到 
Sar nt1)=5 (0) + n+l)! 


一 _ Nn Reh) (Nn 十 1) 2 ，， 


(4 十 1)(2 六 CCP 十 1])) 十 4 (n+ 1): ) 


敬 本 习题 得 证 。 一 ~ -一 

.2. 证 明 ， 归 <1< 5 型 册 习题 1 的 和 中 的 (1) 趟 我 人 
有 : 
nt) nn) 

nt (ni2) rn) 二 (nt+1+1)/ 二 (n+l1=1) 


, 274 。 


&(n+1) 于 
(2 十 1)2 十 208 二 1) 二 2 当 上 = 2 时 
2(a 十 1)(6(a 二 1)2 本 2 十 2021)2 二 6(2 十 1) 
当 ! 一 3 时 
1 2(8 十 1)(8(8 十 1 二 8 二 1) 十 2(8 十 14 
十 12(z 十 1)2 十 2 尖 ! 一 4 时 
2(z 十 1)(10(3 十 1 十 20(8 十 1)2 十 2 十 2(2 十 1)5 
| 二 20(n 二 +1) ?二 10(2+1) 当 ! 一 5 时 
6(2 二 1) 注 [== 1 
| 1 人 (全 十 72 二 2 2 
-7 14f8-H1)3 二 10(8T1) 。 当 1= 3 从 (3) 
| 18 Cp 十 1) 十 28(r 十 1)? 二 2 {= 4 时 


22Cn1)5 十 60(n 二 1)? 十 14(n 滞 1) 当 [ 一 5 时 


由 于 f(D), Dl f= 
i 2 。_ 。 ~ 5 1 2 C 四 
和 一 3 2 二 1， 一 5 全 天 天 二 32 和 


2 x J X02— x 严 
1 02) 一 3 区 2 一 10X2 1 和 S21(1)=1 


知道 本 习题 结论 当 4 二 1 时 是 成 立 的 。 现 在 我 们 假设 本 习题 的 
结论 对 xn〔 其 中 4% 之 1 ) 是 成 立 的 而 来 证 明 本 习题 箔 论 对 于 
十 1 也 成 立 ， 因 而 由 数学 归纳 法 就 知道 本 习题 的 结论 成 立 。 

我 们 令 Fn)=(n+2)(2n+3)f(Cn+ Dnt 2)) 一 
20 二 1) )， 则 由 本 章 书 中 的 (50) 式 和 本 习题 中 


时 (3) 式 我 们 右 
Fm) (2) 28 3) ~ 2 1)=6(4+1) 


Fm) (tas) (nt) 1) 


2 


(2 1)(3n(n+1)—1) 


J 
“) 


十 12 十 2)2(24 十 3) 一 22023 十 1)) 


二 


《下 二 2)(2n- nan) 


3(n DAOm+I) 2 61) 


rr 


一 6(n+1): 


(F222Nm (St (2 2): 
7 


Pn) = 


7 


_ 388 十 1 十 1 


PP 


号 (天 十 了 ) 《(n+2)° 《2% 二 3) 一 "(2n+ 1)) 


te 


7 


3 TCD228 二 3) 一 人 (20 十 1)) 
[ee eg 


7 


4 271D + 


(十 工作 8 十 2 全] 一 让 22 十 二 (32 (后 二 上) 


4 270， 


(nt2)(2n+3) ~—n(2nt1)) 


3(n 二 1):(14(n 二 1) 十 10(w 十 1)) . 
和 7 


3(n 二 1)(10(n 十 1): 十 2) 十 6(n 十 1) 
7 


一 6(n 二 1)5 


一 _ 2 3 
Paln) = (tant 85 D (n+ 2)3 


10(n+1)*(n+2)- 4 二 2) 十 9m)(n 二 2) 一 3) 


一- 


15 


_n(2n+1)(5n (nt1) ~—10n (n+t1)- 
15 


9n(n 二 1)—3). 


十 
15 


SnFi) (mt2) (2nt3) —n (2n+1)) 


] 5 


10(n 十 1)*((n 十 2)5(24 十 3) 2n+1)) 
15 


9 人 (十 1DCC2 填 2720 (28 十 3) 一 ?2 十 工 )) 
15 


3((nT2)(2n 二 3)—n(2n 二 1)) 
18 


和 .二 


Fi(n)= 


“217， 


nT) 《18 人 二 1 大 十 28GY 二 1) 十 2)》 


1 9 


IO(C 士 1)2(014(8 十 1 六 十 10(8 十 1)) 


] 2 


9Cn+tT1)(10C(nT1) 十 2) 3(6(n 二 1)) 


一 (十 1) 


(nt 2)(2n+3)(3(n+T1) (二 27 
11 


10(n+1) (r+t2) 二 17(n+1) (nt2)7 
1] 


15(3 十 1)(C 士 2) 十 5) 一 史 CC218 十 1)(38 (十 1) 
11 


101 (nn 二 1) 十 17n*(n 十 1)* 一 15n(n 十 1) 十 5) 
和 11 


3(n+1)*((n+2) (2n+3) mm (2n+1)) 
en 


10(n+1)3((ni+2)*(2n+3)—n(2nt+1)) 
了 了] 


7 十 1) (十 2) (2nt 3)—n (2n+1)) 
1]1 


15(z 十 1)((8 十 2)2(20 十 3) 一 82(280 十 1)》 


(HE 十 六 2 二 $7 -i TT1)) 
i 


_ 30n+T1) (22(n+ 1) T0001) + 140241)) 
. TR 


0 到 二 上》 (I3(n 二 1) T2800 1) 42) 
11 


7 + 0 7D) 
11 


59 人生 二 工作 工人 1)- -1- 2) WE 3G(nT 1)) 
] 1 ] |] 


二 0(n 二 1)? 


站 浊 委 5 了 时 有 ， 开 一 6 十 1 用 妆 Tssys5 时 我 
们 有 
(n+ 2)(020 寺 3)f (Cn 1) (2)) 
=n(2n 1) ff, nn)) 60 1) (4) 
出 (47) 式 我 们 得 到 
Salnt1)= Sn) 二 (8 十 1)3 


1/ 2 二 (72 十 1)*! 


= tlt DD n(n 1)) 二 6047+ 1 
3 


.Cnt 1) (Cnt 2) 2a 3 DT 2)) 


[a 


(2(Cx+ 1) 二] ys 11) x1 ) 
Ui 

_ 故 本 习题 得 证 ， 
3 证明，*4?< 1 8 于 我 科 有 
(82 十 2 一 7 (Hn 二 11)1~ (nn 二 1 一 1)! 

14(n 二 1) 470(n+]1)! 十 42(n 十 1)?+9 7 时 
| 16G44 14112G44 1 Ti De 

W188 
i 

f1,(2) 


30x%2°-—1735 X2457{ X21 130 关 2 1382X2 一 691 


i、 
= ] 
1 15(2) 
3xX2 —21xX2HI12 X21 372X24718 X29 
- 和 


A | 
-| | < 1 ( ] ) 1 os ,所 “4 


秆 站 #1 轩 ,， 本 习题 结论 成 
立 。 现 在 我 们 假设 本 必 题 结论 对 n《 其 中 x 关 1 ) 是 成 立 的 ， 
而 来 证 归 本 习题 结论 对 于 #1 车 1 也 成 立 ， 因 而 由 数学 归纳 法 读 
轩 这 本 习题 入 论 是 成 立 的 。 我 们 邻 


1 7) = (n+ 2)? for.( Cn: 人 2? ) )》 一 四 六 (NN(N 二 1)) 
pt) 


~ 
280 ， 一 、 
F,,(n) 
2 
Ce 300+ 1) (n+2) 一 175(n 二 1) 0n+2) 
十 674(n 二 1) (Cn 二 2) 一 1180(n 十 1)*(0n 十 2)? 


2 
十 1382(n 十 1)(n 十 2) 一 691) 一 1 (30n5 (nt 1)s 


一 1]175n‘(n 十 1) :十 S574n>(n 十 1); 一 1180n:(n 十 1): 
十 1382n(n 十 1) 一 691) 


30(ntT1) (Cnt2) 一人) 175(4 二 1) (Cnt2) ny) 
一 105 105 


574(71 十 1)2C0C8 十 2)5-85) 1180Gn 二 1)2(Cn+ 2) ~n’) 
-上 i 人 
105 105 z 


1382(nt 1)((nt2)—n) 691((2 二 2)2 一 下》 
. 108 105 


30(n 二 1) (14(n 二 1) 二 70(n 十 1) 十 42(n 十 10? 十 2) 
- 105 


_175《n 十 1) "(12(n 二 1) 十 40(w 十 1) 十 12(n 二 1)》 
105 


574(n 十 1)3C10(n 十 1)* 十 20(n 十 1): 十 2) 
十 i -10 5 ，-. i 


1180(n 十 1)?(8Cn 十 1)? 十 8(n 十 1)) 
105 


1382(nt1)(6(n+1)* +2) 691(4(n+1)) 
105 1095 


+ 281? 
= 4(n+1)!! 
Fis(n) 


= e+) PCE 


二 1]2nT1) (04 十 2) 一 352(01 十 1)y3(2 十 2)3 . 
二 7]8n+t1) :n+ 2):—840(n+1)(n+?)+ 420) 


2 . 
73n (nt 1): — 24n° Cn 1)5 + 112n4Cnt+1)* 
— 352n3(n+1):+718n: (nT 1) ~ 840n(n+1)+ 420 


3 十 1) (十 2) nn) 24(8 十 1 (n+ 2):~—n) 


Tr 要 


12 12 


112(n+ 1)’ (n+2)° nn ) 352(n+1) (n+ 2)°-n") 


i 


12 12 


718(Y4 十 1)2(0( 十 2 入 一人) 840(n+1)((n+2) -nn’) 
te 


420((n+2):—n’) 
十 一 12 .. 


_3Cn+1) (1 (6Gn+ D7 41112041) T1201) 


12 


人 


16(nt1)) 24(n+t1) (14(n+1)+70(n+1)’ 
\ 12 


42(8 士 1) 十 2) 十 112(n 十 DG2Cr 二 1 和 5 
12 


， 282 ， 


Cd) 十 CAT 352(08 二 1 COCE 二 1 


1 i 


li 


20(% ~ 1)° -11° 2) 718(7 1 1)° 《SET 了) 842 二 1) 
12 | 


840(n 二 1)t6(% 二 1)° 2 420(4(n-F-1)) 
12 12 
= 4(n 二 1)! 
战 当 6 筷 1 所 7 时 有 万 ,; 19) 二 13 二 1)22-1、 即 当 6 志 / 志 7 时 我 
们 有 
(5 二 2 3 十 82 二 2)) 


一 ?2 (nn 1)) -4nd 1)2-! z (6) 
由 (6) 式 我 们 得到 


1) 


= ft -- (nT 1)2.1 
4 


_ (nl) 2 2 CECR 十 1)) 士 408 十 1)24- i) 
4 


{个 


n 二 1)?f,1,1(n 十 1) 
故 本 习题 得 证 。 
”4. 证 明 ， 当 /=6 时 则 由 本 章 习 题解 答 中 的 (1) 式 ， 我 们 
有 


(n--2)(2n 3)— n(n? 1 十 本 ) 
= ?nt1)( (ni) ) 二 (n+ 十 1) 二 Cn 二 1 一 1 


一 2289 十 1)(12( 十 1 六 二 34008213 十 1208 十 二 》) 
十 2(8 十 1 六 十 30(8 二 TS 二 7) 下 和 
=26(n+1): T1100mT1) asa41):42 (07) 
当 /=7 时 ， 则 由 本 温习 题解 答 中 的 (5) 式 我 们 有 
(3 十 2)( 28 十 3》 一 8728 十 寺 ) 
一 2(14 十 1) 十 2) 一 和 ) 十 (3 十 1 十 1 十 (3 十 一 1) 
一 208 十 1)(14(2 十 1) 十 70 人 2 二 入 十 4 人 8 二 1)2 十 2) 
十 2408 十 1 十 4218 十 1 70 二 143 十 1) 
一 30(H 十 1)》 十 182(8 二 1 和 二 11540211 二 18:8 十 1) {5) 
由 了 于/:(2) 


105 xX 25— 525 X24+1435X 2 2250 x 2 707 2 £0 
上 ~ —— > 


455 


二 ]， 
f (2) 
3X2-21 X284X2 220 x22 359 x 2 ~ 015 xX 2 105 
51 
一 1 


下 


和 当 6 志 1! 三 7 时 有 S24(1)=1 知 道 当 4 三 1 时 本 习题 结 雪 论 成 立 。 
现在 我 们 假设 本 习题 结论 对 n( 其 中 之 1 ) 是 成 立 的 ， 而 来 
证 明 本 习题 结论 对 于 中 1 也 成 立 ， 因 而 由 数学 归纳 法 就 知道 
本 习题 结论 是 成 立 的 。 我 们 令 

Fn)= (nt2)(2n+3) (nT 1)(nt2)) 

| —n(2n+1)f.(n(nt+1)) 
区 由 订 章 习题 解答 中 的 (3)、(7) 御 (8) 式 我 们 有 


1 284。 
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A455 
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455 - 


105(#+1) (26(2 十 1) 十 110C8 十 1) +54(nt1):+2) 
455 全 


了 


285 ， 


525(n 十 1) (2200 十 1 入 二 6003 十 ] ) 二 14Cn 寺 1)) 
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上 1435(18 二 1 六 (1872 十 1] 十 28(02 十 二 十 2 


4 


_2360(z 十 1) (14(2TT1) T1001D) 


40595 


2073(nt 1)(10Cn tT1) + 2) 691(6Cn+ 1)) 


4133 455 
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F,,(n) 


nt2)(2nT3) nt 1 ni) 1n+1) (n+ 2) 


15 
二 84Cn 二 1) (n+ 2)* 一 220(n 十 1) (n+2): 
359(n 十 1)2Cn 十 2)*- 315(n 十 1)(n 十 2) 十 105) 


gnu) — 21n (nt 1)’ + (n+ 1) 
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一 220n5(n 十 1)5 十 359n:(n 二 1)7 一 315n(n 十 1) 十 105) 


3n+1)*((nt+2)' (2a+3)—n (2n+1)) 


15 


21(8 十 1) (CO 十 2) (2n+3)—n (2nt1)) 


1 9 


84(4 十 1)4((n 二 2)8(20 十 3) 一 15(21 十 1)》 
] 


“286， 
220Cn 41 Ci Soo 20 1 
39 十 于 )2( (和 十 27 (2 3 C+)) 
1 


315Cn4 I(t 2) Cn 号) 一 下 2 下 二 
1 


105(( 十 2)28 十 3 一 站 2 十 了 


3 二 1) (30Cnt+ 1) 二 182(n 十 1) 十 154(n 二 1) 


加 13 


418(C 十 1) 一 21(4 二 1)》 (288 二 1) 下 1 十 1 


上 


4 
| ， 


2 


359 (C91):C14Cn 1) 了 DC 全 人 
人 


15 


315Ca tT DOO 12) 105C6Cu TT 1)) 


Le Yr i. < 
13 15 ~ 
一 6(n 二 1)1 
-i \ 可 9 I ,1 ss - 和 
篆 当 6< 扫 Js578 7 洒 ， 


们 有 


Sd(n+ 4) 二 2) 81a 1) (22Ca 1) 4 6004) 


14+, 


J 
司 “ 喇 


(8 十 2)(020 十 3)1 CC 十 1) 十 2)) 
=—n(24+1)f (n(nt+1)) + 604+1)1 (9) 
出 (9) 式 、 我 们 得 到 
Sint1)=S(n) + (n+ 4) 


一 人 人 + nt 1)2 


(n+ 1)(n(2n fn(nt+1))j-60n+ 1):!) 
0 


nt1)Cnt+2) (2nr 3) fnt 1) nt2)) 
和 0 


(2(nT1) + Dnt Ff nt 1) 
6 


让 本 习 醚 得 证 。 

5. 证 明 ， 由 本 章 习 题解 答 中 的 (5) 式 我 们 有 
(nl 0) oni 3).- n(n 1) 

= 2(H1 二 1) 二 2)8 一 1M8) 十 (十 1 十 1) 一 1)8 

-:2(8 十 1)(16(81)7 二 11208+1)5 二 11412013 
十 6(8 十 1) 和 20 十 1 六 十 5S6(8 十 1 十 14007 二 1) 
十 5S6(8 十 17)7 十 2 

==-34(1 十 1 十 28DC8 十 1 入 汗 364(8 7 
十 88(8 十 1)72 十 2 (10) 


i fie(2) = CSX2 0 2° +770% 9: .2930 X24 


288。 

7595Xx 23--12370X22 十 10851X2 一 3017) 王 1 丰 9(01) 王 1 知 

道 当 n 二 1 时 本 习题 结论 成 立 。 现 在 我 们 假设 本 习题 结论 对 1 

《 其 中 nn 之 1 ) 时 是 成 立 的 ， 而 来 证 明 本 题 结论 对 于 nn 十 1 也 成 

立 ， 因 而 由 数学 归纳 法 知道 本 习题 结论 是 成 立 的 。 我 们 令 
Fio(n)= (n+2)(2n+3)f1el((n+1)(nt2)) 

—n(2n 二 1)fie(n(nt 1)) 
则 由 本 章 习 题解 答 中 的 (3)、(7)、(8) 和 (10) 式 ， 我 们 有 
Fie(n) 


(nn 十 2)(2n 十 3) 


sr (15(H 十 1) (nF2) ~—110n+ 1) (n+ 2) 
J 


十 770(8 十 1)5(84 十 2) 一 2930(18 十 1 (二 27 
十 7595(f 十 1) (4 十 2) 一 12370Cn 二 1)*(n 二 2)? 


+10851Cn+ 1) (n+ 2)— 3617)— 人 Dn en 1)7 


一 140niCn 十 1) 十 770n5(n 二 1) 一 2930n'(n 二 1) 
十 7595n3(n 十 1) 一 12370n>(n 十 1)* 十 10851nCGn 二 1)-3617) 


15(n 二 1)'((n+2) (2n+ 3)—n (2nt+1)) 
Peer 8 = 


_140Cn+ 1)° CCnt2) (2n+3)—n (2nT DD) 


85 


770(8 十 1) ((nt2) (2nt3)—n (2nt 1)) 

T 85 

2930(n+1)’((n+2) (2nd+ 3)--n (2n+ 1)) 
只 


和 289 8 
ES 95(n+1)°((ni2) (22 3)~n (27 二 1)) 
名 
12370(48 士 1)(( 士 2) (28 十 3) 一 如 《22 十 1)) 
83 


10851Cn+T ICCnt2) C2nT 3) nn (2nt 1)) 
$5 


3617(Cnt+2)(2n 二 3)—n(2nt 1)) 
加 85 


15(n 二 1)'(34(n 十 1)* 十 280(n 十 1)5 十 364(n 十 1)* 
1 4 


88(n 十 1 十 2 一 140(0 十 16(30( 十 1)7 十 182(8 十 1)8 


154(n 二 1)* 二 18(n 十 1)) 十 770Cn 十 ])"(26(n 十 1)5 


$5 


110(n 十 1)* 十 54(n 十 1)* 十 2) 
十 . 2 Tg 5 -i i 


2930(n 十 1)*(22(n 十 1) 十 60(n 二 1) 十 14(n 十 1)》 
一 一 


7595(n 十 1) (18(2 二 1) 十 28(8 十 1) 十 27 
85 


12370(n 十 1)°(14(n 十 1) 二 10(n 二 1)》 
、 85 
1085108 十 1)10C8 十 1 六 二 2 3617(6(n+ 1)) 


二 85 85 


=6(n+1)' 
上 是 我 们 得 到 
C2 2) C2nt 3) je nt 1) (n+ 2)) 
= (11) 
出 (11) 式 ， 我 们 i 
Syse(hT 1)=S.6(n) 二 (二 1). 


(2n+ 1)R/ (i) 十 《如 十 于 》16 
6 ‘ " 


CT EGRC28T li unt 1))+ (+ 1) ) 


(nt 1)(nt2) (2n td) et (nt 1) nr 2 


CoC D+ Tf: (nt DD) 
t} ， 


[ es 
| 


因而 本 习题 得 证 。 

6 .证 明 ; 我 们 有 
(x0) 一 p= (n+ 1 十 1) 一 (n 十 1 一 1)? 

-nT 1) .+9(n 二 1) + 36(nt+1)' +84(n 二 1)" 
二 J26(r 二 1) 十 126(7t1) 4 十 84(n 十 1) 十 36(n 二 1》 
二 9 1)-1)— (Cn 1 9(n+1) 二 36 二 1) 
84 1) 6+ 1956 41) 一 126(n+1) +81nt1) 
-30(08 十 1 十 9 二 1) 一 

-38(z 十 1)8 上 108 人 (2 二 1 二 252(07 十 1 十 72C8 十 工 ) 
十 2 (12 


。 2z9j ， 
由 于 
， ful2) (10 X21 — 105 x 2° 48660X 2 —2930 x 2 


+9114X23--18555%2:+21702X2— 10851) 
-1 : 

和 S11(1) 二 1， 知 道 当 4 二 1 时 本 习题 结论 成 立 ， 现 在 我 说 候 
设 本 习题 结论 对 #( 其 中 # 之 1 ) 是 成 立 的 ， 而 来 证 明 本 习题 
结论 对 于 #* 十 1 也 成 立 ， 因 而 由 数学 归纳 法 雹 志 遵 林 厅 是 堵 ? 
是 威 立 的 。 :我 们 令 ”， 

Fn)= (nt) fn 1) nT 2)) nn + 1)) 
由 本 章 书 由 的 (5 人 式 及 本 章 习 纠 解 管 中 的 (1)、(5) 和 (12) 
式 ， 我 们 有 


Fln) 
2 
一 10 m2) 050R+ 1 n+ 2) 


十 660(8 十 175(1 十 2)5 一 29300 十 二 74 站 寺 2 
十 9114(4 十 1)3(Y 十 2)3 一 18555(8 十 1)2( 妇 二 2) 
二 21702 人 (十 1 二 2 一 10851 一 一 《1957(2 十 1)7 


并 品 


105ns (no 1) s+ 660n (n+ 1):—2930n: (n+ 1)+ 
十 913145 (nt 1) -18555i: (7+ 1) + 217027 (78+ 1) 
— 1085]) : 


~ 10Cn+ DCm 2) ns) i03Ct 1 (+ 2) ny 
43 45 


292 。 


660nt+ D(Cnt2) 一生) 2930Gnt 1) (CC 二 225 一 了) 
45 45 


914CG 二 DC 二 25 一 05) 18555Cn+ ?CCn+2)-n’) 
45 ‘45 


rr 


21702(n+1) (n+2) 一 和) 10851((n+2)?—n2) 
二 i A i 全 


10( 十 1)7(18 (十 1) 5 十 168(n 十 1)5 十 252(n 十 了 D+ 


Firs i -一 -一 -一 上 二 二 一 一 


43 


72 十 1 十 2) 一 105( 十 1 Gi DEH2mt Ds 
45 


S112(nt Det16mt DD)+660nt D4(nt Ds 
45 


nt 1) “十 42(n 十 1) :十 2) 一 2930(n 十 1 (12(n 二 1): 


me 一 


49 


40(n 二 D12(n 二 1D)) 二 9114(n 十 1) (10(n+ D* 
43 


人 20 十 二 +2) 18555 (n+ 1) (8 (nt Tent 1)) 
45 


21702 (mn 二 1) (6 二 1) :十 2) 1085]1(4(n 十 1)) 
二 
45 45 
= 人 (1 十 1)15 


于 是 我 们 得 到 
(n+ 2)?2f1; (n+ 1) (n+ 2)) 


。293 ， 
=n:firn(nt 1)) + 4n+ 1 (13) 


由 (13) 式 ， 我 们 有 
17(08 十 1) 一 517() 十 (1 


一 三 二 CD 
nn) 二 DD 
4 


_ nt Dt2) f(t) nt 
1 


4 


故 本 习题 得 证 。 
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